Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder
wahr oder falsch ist. Wahr (w) und falsch (f)
heillen Wahrheitswerte.

enne ich aus Klasse 7!

K
{Arbeitsbuch 7,S.48)

1. Prife, ob folgende Satze Aussagen sind, und gib die Wahrheitswerte (w oder f) an.

Satz

Aussage?
ja/ nein

Wahrheits-

wert

Metz liegt an der Mosel.

Ein Quader hat genau zehn Kanten.

Ist 1225 eine Quadratzahl?

111 ist eine Primzahl.

Berechne 25% von 120 €!

Nachts ist es kdlter als draufen.

1024 ist eine Zweierpotenz.

Wadre doch wieder Wochenende!

2. Folgende Aussagen sind mit mathematischen Symbolen geschrieben.
Gib ihre Wahrheitswerte an.

10 —3:5ist
keine Aussage.

27 = 128 (-2)* < (-2)° 9 |12345678
1 _ 5,3 5.3 1 3
310=0.3 7%2°7%5 04 2%N
Srare =1 5-8| > 5-8 {1cQ

Die Ungleichung
2x—-3 <17 ist

keine Aussage.

=

Das weil ich. Das ist

eine Aussageform.

Begrunde, warum 2x—3 < 17 keine Aussage ist, und erldutere, was Silvester mit ,,Aussage-

form“ meint.

Ersetze in der Ungleichung die Variable durch eine Zahl, so dass eine wahre Aussage entsteht.

Kannst du auch Zahlen finden, bei deren Einsetzung eine falsche Aussage entsteht?
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Konjunktion, Disjunktion, Kontravalenz, Negation

4. Konjunktion

Wenn du zwei Aussagen mit ,,und“ verbindest, erhaltst du eine neue Aussage.

e G

a) Bilde jeweils die UND-Aussage und stelle den Wahrheitswert fest.

Aussage a Aussage b Aussage aund b
1<2 2<3
7N 7 ist gerade.
3-0=1 3:1=3
3¥:=-8 2’=9
b) Erganze.

c)

d) Betrachte die Aussage b A a und schreibe in
die freie Spalte der Tabelle in c), wie der
Wahrheitswert dieser Aussage von den Wahr-

Eine Konjunktion ist wahr, wenn

Die Verkniipfung zweier Aussagen mit ,und" heift Konjunktion.

Wir verwenden die kleinen Buchstaben
a, b usw. als Platzhalter fur Aussagen
und nennen sie Aussagenvariablen.

Wie der Wahrheitswert der UND-Aussage
mit den Wahrheitswerten der beiden Teil-
aussagen zusammenhangt, halten wir in

einer Wahrheitstafel fest.

Erklare, wie nebenstehende Wahrheitstafel

aufgebaut ist und vervollstandige sie.

heitswerten von g und b abhéngt.

Was fallt dir auf ?

Statt aund b
schreiben wir
anb.

arb

S | S || |O
S |Hh|S | H~|OT

Die Aussagen a A b und b A a sind
logisch gleichwertig.
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5. Disjunktion

a)

b)

c)

d)

e)

Leo spielt FuBball und sagt zu seinem Freund: ,,Um Meister zu werden, missen wir gegen
den FC Pfosten unentschieden spielen oder gegen den SV Latte gewinnen®.

Leas Vater sagt: ,,Zum Geburtstag schenke ich dir eine Smartwatch oder wir machen eine
Reise nach Paris®.

Erklare die unterschiedliche Bedeutung des Bindewortes ,,oder* in beiden Aussagen.

Wenn du zwei Aussagen mit ,,oder verbindest, erhaltst du eine neue Aussage.

ODER heil3t in der Mathematik: das eine oder das andere oder auch beides. Das ist das ein-
schlieBende Oder, wie Leo es benutzt. Meint man — wie Leas Vater — ,,oder” im ausschlie-
Benden Sinn (das eine oder das andere, aber nicht beides) sagt man genauer entweder ...
oder.

Bilde jeweils die ODER-Aussage und stelle den Wahrheitswert fest.

Aussage a Aussage b Aussage a oder b
3|24 81|24
4<5 4:=5
3:3=0 3:3=1
3-8 2°=9
Erganze.

Die Verkniipfung zweier Aussagen mit ,oder" heift Disjunktion.

Eine Disjunktion ist falsch, wenn

Merkhilfe
A . Denke an ,,unter einem Dach*.
v : Kommt von vel (lat.): oder.

Statt a oder b My
. . \
schreiben wir
avhb.

Wie der Wahrheitswert der ODER-Aussage
mit den Wahrheitswerten der beiden Teil-

aussagen zusammenhéangt, halten wir in f f
einer Wahrheitstafel fest.

Vervollstandige nebenstehende Tabelle.

a b avb

Die folgenden Aussagen sind ODER-Aussagen.
Aus welchen Teilaussagen setzen sie sich zusammen?

1<7

37-27 > 999
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6. Kontravalenz (ausschliefendes Oder)

a) Bilde jeweils die Entweder-oder-Aussage (das eine oder das andere, aber nicht beides) und
stelle die Wahrheitswerte fest.

a b Entweder a oder b
319 3|12
3|19 3|11
3|10 3|12
3|10 3|11

b) Ergénze.

Die Verkniipfung zweier Aussagen mit ,Entweder-oder” heifit Kontravalenz.

Eine Kontravalenz ist wahr, wenn

c
) Entweder a oder b
kirzen wir ab mit
a®b.

Die Disjunktion heif3t auch OR-
Verknipfung, die Kontravalenz XOR-
Verknipfung. (or (englisch): oder)

N\
Wie der Wahrheitswert der Entweder-oder- a b a®b avb
Aussage von den Wahrheitswerten der bei-
den Teilaussagen abhangt, halten wir in ei- f f
ner Wahrheitstafel fest.

Vervollstandige nebenstehende Tafel.
In der Tafel siehst du sehr schdon den Unter-
schied zwischen OR und XOR.
7. Bestimme die Wahrheitswerte folgender Aussagen.
1<7 © 1>7 0+1=0 A 0-1=0
1<7 v 1>7 1°=0 v 0'=1
1<7 A1>7 0:1=1® 0-1=1
1<2 A 2<3 42=3" v 4 =2
2_2 1
1<2 v 2<3 1.5—5/\2.5_10
2 7 2 7
1<2 & 2<3 §'Z<1®§'Z>1
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8. Negation
a) Wer hat recht?

Trlerllegtlm Saarland. H Trier liegt nicht im Saarland.

Wurzel ist ein Hund. ’ ‘ Wurzel ist kein HundL

ﬁ ist gesund. :| E Cola ist ungesundj
79 ist eine Primzahl. ’ Es trifft nicht zu, dass
79 eine Primzahl ist.

b) Ergénze die Box und fiille die Wahrheitstafel aus.

ll‘ ‘)‘

Wir kdnnen eine Aussage verneinen. Die neue Aussage heifit

ol

Negation von a, geschrieben a (lies: ,nicht a%). a

Die Negation ist falsch, wenn

¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Aussagen in diesem Dialog?

7 tellt 56. T
%7 teilt nicht 56.
‘ Es trifft nicht zu, dass 7 nicht 56 teilt.

Erkléare, warum Wurzels zweite Aussage doppelte Negation heil3t.

d) Kirze in c) die Aussage ,,7 teilt 56.“ mit ¢ ab und verwende diese a
Aussagenvariable, um die beiden anderen Aussagen zu beschreiben.

Welche Wahrheitswerte haben die drei Aussagen?

9. Bilde zu folgenden Aussagen die Negation — der Wahrheitswert spielt keine Rolle.

Oslo ist die Hauptstadt von Schweden. Es ist moglich, zum Mond zu fliegen.

Pauls T-Shirt ist weil. Der Film dauert mindestens 90 Minuten.
Paul tragt ein weildes T-Shirt. Auf dem Fest waren mehr als 100 Personen.
Silvester ist keine Katze. Alle Tiere haben vier Beine.

Mit mathematischen Symbolen geschriebene Aussagen.

Aussage | 5°=10 | 1.0=#1 |3-4<10| 2°<8

. ,,groBer oder
Negation gleich* l
Aussage | -1>1 203 | 6|28 -3¢N

Negation

,,hicht kleiner

w |~
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10. Logikritsel 1

Alex, Bill und Curd sind bei dem Zauberer Merlin in der Lehre. .
Einer der drei Schiler hat in des Meisters Schuh eine Krote ge- Alex: ,,Ich war es nicht.
zaubert. Rechts siehst du die Aussagen der drei beim Verhor. Bill: ,,Curd war es nicht.”
Merlin setzt ein Zaubermittel ein und erféhrt, dass genau zwei der Curd: ,,Ich war es.*
Schiler gelogen haben. Wer war der Tater?

a) Versuche das Rétsel selbststdndig zu l6sen, bevor du weiterliest.
Wer nicht zurechtkommt, kann in b) lernen, wie man solche Aufgaben I0st.
Wer den Tater herausgefunden hat, kann seine Losung mit der in b) vergleichen.

b) e Jeder der drei Zauberschiler kommt als Tater infra-
ge. Daher starten wir mit nebenstehenden Aussagen.
Vervollstandige.

e Driicke nun die Aussagen von Alex, Bill und Curd
mithilfe der Aussagenvariablen a, b, c aus.

a:|Alex war es.

C.

Die Aussagen der Schiiler:

e Stelle eine Wahrheitstafel auf.

¢ Maglicher Tdter Aussagen
Warum brauchst du nur drei Falle zu — —
betrachten? a b C a 13 C
e Jetzt muss du aus der Wahrheitstafel nur w f f

noch den richtigen Schluss ziehen.

Der Ubeltdter war

c) Alex, Bill und Curd geraten erneut unter Verdacht. Einer der . .
drei hat sich an Silvesters Honigtopf zu schaffen gemacht. Alex: ,,lch war es nicht.
Silvester hat mithilfe eines Wahrheitszaubers schnell erkannt, | Bill:,,Ich war es nicht.”
dass genau eine der nebenstehenden Aussagen wahr ist. Curd: ,,Alex war es.*

Finde heraus, wer genascht hat.

Knobelspiel

Peter und Petra spielen mit ihrer Mutter ein Knobelspiel. Die Mutter wahlt eines der abgebildeten
Bonbons aus. Sie verrat Peter das Muster auf dem Bonbonpapier und Petra die Form des Bonbons.
Die Mutter fragt: ,,Wisst ihr, welches Bonbon ich gewahlt habe?“ Beide antworten gleichzeitig:
»Nein.”“ Die Mutter fragt ein zweites Mal: ,,Wisst ihr es jetzt?* Wieder antworten beide gleichzeitig:
»,Nein.* Die Mutter fragt noch ein drittes Mal: ,,Wisst ihr es jetzt?“ Nun rufen Peter und Petra beide
gleichzeitig: ,,Ja!“. Welches Bonbon hat die Mutter gewahit?

(A) (B}# (C}ﬂ (D)ﬁ {E}M
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11.

Aussagenlogische Formeln

Gegeben sind Aussagen.

a: Es regnet. b: Die Strafe ist nass.

a) Ubersetze die aussagenlogische Formel a v b in einen deutschen Satz.

avb:

b) Silvester schaut aus dem Fenster und stellt fest, dass es regnet und die Stral3e nass ist. Wel-
chen Wahrheitswert wird er der Aussage in a) zuordnen?

¢) Inb) ist es vorteilhaft eine Wahrheitstafel zu verwenden.

) _ ) a b a avb
e Mit welchen Wahrheitswerten musst du die Aussa-
genvariablen a und b belegen?
e Welche Wahrheitswerte musst du den Formeln @
und @ v b zuweisen?
Verwende die letzte Zeile der vorbereiteten Tabelle.
w w

d) An einem anderen Tag regnet es nicht und die Stral3e ist nicht nass. Bestimme den Wahr-
heitswert von av b. Verwende die erste Zeile der Tabelle in c).

e) Die Stralle konnte iberdacht sein, oder die Strallenreinigung konnte tatig sein. Welche Mog-
lichkeiten gibt es also noch? Trage die Félle in die beiden freien Zeilen der Wahrheitstafel ein.

Der Uberstrich  und die Zeichen A, v und @ heillen Junktoren.

Sinnvolle Zusammenstellungen von Aussagenvariablen und Junktoren, bei >
denen auch Klammern vorkommen konnen, heil3en aussagenlogische For-
meln.

Belegen wir alle Aussagenvariablen einer aussagenlogischen Formel mit
Wahrheitswerten, dann erhélt auch die Formel einen Wahrheitswert.

12.

Silvester hat ein paar aussagenlogische Formeln /
[ ]

zusammengestellt. a
Belege in jeder Formel die Aussagenvariablen e av(bva)
mit Wahrheitswerten deiner Wahl und bestim- _
me fiir diese Belegung den Wahrheitswert der e (anb)v(@anb)
Formel. —_—
e a®b
e an(b®c)

« av(bnT)
\a\/
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13. Betrachte nebenstehende Aussagen. a: Ron geht ins Kino.

b: Ron fahrt nach Saarbrtcken.
¢: Ron fahrt nach Neunkirchen.

a) Ubersetze die aussagenlogische Formel (bv C) A a in einen deutschen Satz.
(bvc)aa:

b) Angenommen, Ron macht folgendes:
Er fahrt nach Saarbriicken, nicht nach Neunkirchen und geht nicht ins Kino.

Die Aussage in a) ist offensichtlich falsch.
Du kannst ihren Wahrheitswert auch mithilfe der Aussagenlogik bestimmen.

e Mit welchen Wahrheitswerten musst du die

Aussagenvariablen a, b und c belegen? a b ¢ bve (bvc)na

e Welche Wahrheitswerte erhalten die For- f

meln bv c und (bvc) Aa? Verwende die

zweite Zeile der vorbereiteten Tabelle.

¢) Angenommen, Ron fahrt nach Neunkirchen, nicht nach Saarbriicken und geht ins Kino.
Bestimme den Wahrheitswert von (bv c) A a. Verwende die dritte Zeile der Tabelle in b).

d) Du kannst alle Mdglichkeiten, die Ron hat, in a b ¢ | bve | (bve)aa
einer Wahrheitstafel zusammenstellen. Die bei-
den in b) und c) behandelten Falle sind schon f f f
eingetragen.
Bei den Eintragungen in die Spalten fiir a, b
und ¢ kannst du so vorgehen: flwlf w f
Denke dir f durch 0 und w durch 1 ersetzt und
zahle bindr von 000 bis 111 (von 0 bis 7).
w | f w w w
14. a) Fille die Wahrheitstafel aus.
a ara | ava | a®a a a ara | ava | a®a
f
w

b) Die Aussagenvariable a stehe flr die Aussage ,,Silvester hat Fieber.
Ubersetze die aussagenlogischen Formeln in obiger Tabelle in deutsche Satze.
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15. a) Fdlle die linke Wahrheitstafel fur die aussagenlogische Formel av (bAc) aus.

a b c bac | av(bac) a b c lalv || Alc)
f f f f f
f w

b) Du kannst es auch machen wie in der Wahrheitstafel rechts. Erléutere die VVorgehensweise
und vervollstandige die Tabelle.

c) Die Aussagenvariablen a, b und c stehen fiir a: Tim fihrt Rad.

die Aussagen in der Box. b: Tim besucht seinen Freund.
c: Tim spielt mit seinem Freund Schach.

Ubersetze die Formel a v (b A ¢) in einen deutschen Satz.

16. a) Stelle fir die aussagenlogischen Formeln Wahrheitstafeln auf.

i) avb iv) an(avb) vii) av(bac) X) (aab)v(anc)
i) avb v) (@vb) A (avb) viii) anb v xi) (anc) A bvc
iii) arb vi) aAb @ avb ix) (avb)@c xii) (avc) v bac

b) Welche Besonderheiten fallen dir bei den Formeln in xi) und xii) auf ?

e Eine aussagenlogische Formel heilt Kontradiktion, wenn sie bei
jeder Belegung der Variablen den Wahrheitswert f annimmt.

e Eine aussagenlogische Formel heil3t Tautologie, wenn sie bei je-
der Belegung der Variablen den Wahrheitswert w annimmt.

c) Welche der Formeln ist eine Tautologie, welche eine Kontradiktion?

i) ava i) ana i) a®@a iv) a®a iv) ava
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17. Logikriitsel 2

Vor dir stfehgn zwei verschlossene S_chacrlteln. Du We_ifSt, Schachtel 1 Schachtel 2
dass sich in jeder Schachtel genau ein Stiick Obst befin- . i

det: ein Apfel oder eine Orange. Du weif3t aber nicht, In dieser Es befindet
welche Sorte Obst sich in welcher Schachtel befindet, Schachtel ist sich nicht in
und es kann auch sein, dass in beiden Schachteln diesel- eine Orange beiden
be Sorte Obst ist. Jede Schachtel ist beschriftet (siehe und in der Schachteln

Abb.). Eine dieser Aufschriften ist wahr und die andere

falsch. Du darfst eine der Schachteln 6ffnen. Wenn du

Orangen liebst: Welche Schachtel solltest du auswahlen? Lch dricke die Aufschriften

auf den Schachteln durch a

a: In der 1. Schachtel ist eine Orange.
b: In der 2. Schachtel ist eine Orange.

und b aus:

Ich definiere zwei Aussagen: |

Schachtel 1:

Nun stellen wir eine Wahrheitstafel auf
und ziehen daraus den richtigen Schluss. Schachtel 2:

Schachtel 1 | Schachtel 2

Folgerung:

18. Logikriitsel 3

Silvester ist erbost: ,,Wer von euch hat von meiner Geburtstagstorte genascht?* Seine Freunde
Anton, Bruno und Carlo blicken betreten auf das tbel zugerichtete Backwerk. Einerseits wollten
sie nicht petzen oder sich selbst beschuldigen, andererseits wollten sie Silvester auch nicht belu-
gen. Nach einigen Anléufen machten die drei Freunde nachstehende Aussagen.

Anton: ,,Bruno oder ich waren es.“
Bruno: ,,Entweder war es Carlo oder ich.*
Carlo: ,,Entweder war es Anton nicht oder ich nicht.

Zu ihrem Erstaunen wusste Silvester sofort,
wer genascht hat. Weif3t du es auch?

Wenn nicht:

Lose das Problem mit aussagenlogischen For-
meln und einer Wahrheitstafel. Silvester verrat
dir, wie du mit der Losung anfangen kannst.

a: Anton hat genascht.
b: Bruno hat genascht.
¢: Carlo hat genascht.
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Logisch gleichwertig

19. a) Stelle zu den aussagenlogischen Formeln aAb und avb die Wahrheitstafeln auf.
Der Anfang ist gemacht.

a b arb | aab a b avb

f| f

Schau dir die dunkel
unterlegten Spalten an.
Fallt dir etwas auf ?

Zwei aussagenlogische Formeln heiRen logisch gleichwertig,
wenn sie fir jede Belegung ihrer VVariablen mit Wahrheits-
werten stets denselben Wahrheitswert annehmen.

£

aAb ist logisch gleichwertig mit av
Wir schreiben dafiir kurz anb = av

b) ImHeft: Zeige auf gleiche Weise, dass auch avb und aAb logisch gleichwertig sind.

c) Erganze die Regeln in der Box. Der Name der Regeln er-
innert an den britischen Mathematiker August De Morgan De-Morgan-Regeln
(1806-1871).

d) Man sagt: Die De-Morgan-Regeln sind dual zueinander. ) f )
Was bedeutet das? e avb=
20. a) Zeige mithilfe von Wahrheitstafeln.
an(avb) =a an(avb) =anb a®b = (anb)v (@anb)
av(anb)=a av(anb)=avb a®b = a®b
a®b®b = a a®(@anb) = a®b a®b=a®b=adb

b) Priife, ob die Formeln avb und avb logisch gleichwertig sind.

c) Erganze.

Zwei Formeln sind nicht gleichwertig, wenn

d) Zeige: an(bvc) # (anb)vce
Hinweis: Es ist nicht noétig, eine vollstandige Wahrheitstafel aufzuschreiben.
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21. Rechengesetze
a) Prufe, ob die Verknipfungen A, v und @ kommutativ sind. Schreibe die Ergebnisse in die
vorbereitete Box.

Kommutativgesetze Assoziativgesetze

b) Gruppenarbeit: Jede Gruppe untersucht eine der Verknipfungen A, v und @, ob sie assozia-
tiv ist. Schreibe die Ergebnisse in die vorbereitete Box.

C) e Zeige, dass die Konjunktion distributiv zur Disjunktion ist, d. h.
an(bvc) = (anb)v(anc).

. Distributivgesetze
e In Gruppenarbeit klaren: 9

Ist A distributivzu ®?
Ist v distributiv zu A bzw. &?
Ist @ distributiv zu A bzw. v?

e Schreibe die Ergebnisse in die
vorbereitete Box.

22. Die Formeln mit zwei Variablen

a) Begriinde, dass Konjunktion, Disjunktion und Bezeichnungen in dieser Aufgabe
Kontravalenz Funktionen von D nach Z (siehe D ={(ff); (Flw); (w|f); (w|w)}
Box) sind und dass die zugehorigen Wahrheits- 7 _(f
tafeln Wertetabellen dieser Funktionen sind. ={fiw)

b) Was beschreiben die beiden Funktionen b — Z (fI-w (flHH-w
mit den Zuordnungsvorschriften in nebenste- (fFlw)—>w flw)—>f
hender Box? bzw.

: (w|f)—f (W) w
(w|w) > f (wlw) > f
c) Finde heraus, wie viele Funktionen es von D W,

nach Z gibt. )
Jedem der vier Wertepaare
kannst du f oder w zuordnen.

d) Nutze die Tabelle auf der nachsten Seite als Wertetafel fur alle 16 Funktionen D — Z.
Zu deiner Orientierung sind schon einige Werte eingetragen.

Beim Ausflillen der Spalten kannst du so vorgehen:

@® Nummeriere die Spalten von links nach rechts binar mit 0000, 0001, ..., 1111.
@ Ersetze 0 durch fund 1 durch w, also ffff, fffw, ..., wwww.
@ ® Schreibe diese Buchstabenfolgen von oben nach unten in die Spalten.
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a|b

flf f|f w W
flw) f|f f W
wlif]f]|f f W
wiw| f|w f W
'\::2 O|1]/2|3|4|5|6|7]|8|9|10/11]12]13|14]|15

e) In der Tabelle kommen Konjunktion, Disjunktion, Kontravalenz und Negation vor. Hebe die
zugehdrigen Spalten farbig hervor und schreibe das entsprechende Symbol in die oberste Zeile
(A v, ®D,a,b).

f) Du kannst alle 16 Funktionen in d) alleine mithilfe der Junktoren A,v und ©_ darstellen.
Fulle folgende Tabelle aus.

Formel fiir die Funktion in der Spalte mit der Nummer ...

0 4 8 12
1 5 9 13
2 6 10 14
3 7 11 15

Jede aussagenlogische Formel mit zwei Variablen (egal
wie lang oder kompliziert sie aufgeschrieben ist) ist
logisch gleichwertig mit einer der 16 Formeln in f).

23. Logikritsel 4

Die drei Freunde Anna, Ben und Chris haben ein Sportfest besucht. Silvester ist neugierig und
will wissen, ob sie Zuschauer waren oder ob sie an den Wettbewerben teilgenommen haben. Die
drei lassen Silvester raten und geben ihm folgende Auskiinfte, die entweder alle wahr oder alle

falsch sind.
Anna: ,,Ich habe teilgenommen, und mindestens einer der beiden anderen eben- 220
falls.* A
Ben: ,,Es trifft nicht zu, dass sowohl Chris als auch ich teilgenommen haben.*
Chris: ,,Ich habe teilgenommen und Ben nicht, oder Anna hat nur zugeschaut.* ‘

Wer war Teilnehmer, wer Zuschauer?
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NAND und NOR

24. NAND-Verkniipfung

25.

a) Erganze. a: Nora fdahrt nach Saarbriicken.

b:Nora geht ins Theater.

anb:

anb:

b) Ob die Aussage a b wahr oder falsch ist, hangt von Noras Verhalten ab.

Welchen Wahrheitswert nimmt aA b an, wenn a und b wahr sind? Welchen Wahrheitswert
nimmt die Aussage an, wenn Nora nach Saarlouis fahrt und dort ins Theater geht?

c) Stelle alle Mdglichkeiten fur Noras Verhalten in nebenste- —
: e a b | arb | aab
hender Tabelle zusammen und bestimme den jeweiligen

Wahrheitswert von aAb.

d) Erganze.

\

Die Negation der Konjunktion zweier Aussagen a und b arb=anb

NAND = not and

heift NAND-Verkniipfung und wird mit .aAb bezeichnet.

a~bist falsch, wenn

e) Wo findest du die Verknlpfung A in der Tabelle von Aufgabe 22d)?

D

a) Wurzel zeigt dir, wie du ohne Wahrheitstafel beweisen kannst, dass die T
NAND-Verkniipfung kommutativ ist. Erklare ihre Rechnung. arb=asb

b) Prife, ob die NAND-Verknipfung assoziativ ist. =baa

c) Fulle aus. Erkennst du GesetzmaRigkeiten? =bAa

a a ana | aAG | AAG | aAG | GAG ara =
anal
w
] - ] anda
d) Finde mithilfe von Wahrheitstafeln heraus:
Mit welchen einfachen Formeln sind die Formeln anrb

a~b und axb logisch gleichwertig?

o]
g
(SN
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26. NOR-Verkniipfung

a) Ergdnze.” bl (ast Logikaufgaben.

b: Paul hért Musik.

avb:

avb:

b) Ob die Aussage av b wahr oder falsch ist, hdngt von Pauls Verhalten ab.

Welchen Wahrheitswert nimmt av b an, wenn die Aussagen a und b wahr sind?
Welchen Wahrheitswert nimmt av b, wenn Paul ein Buch liest und keine Musik hort?

c) Stelle alle Mdglichkeiten fur Pauls Verhalten in nebenste- —
: o a b | avb | avb
hender Tabelle zusammen und bestimme den jeweiligen

Wahrheitswert von av b.

d) Ergénze.

Die Negation der Disjunktion zweier Aussagen a und b avb = avb

heift NOR-Verkniipfung und wird mit avb bezeichnet. NOR = not or

avbist wahr, wenn

e) Wo findest du die Verknlpfung v in der Tabelle von Aufgabe 22d)?

27. a) Zeige, dass die NOR-Verknupfung kommutativ ist. Verfahre wie Wurzel in Aufgabe 25.
b) Die NOR-Verknlpfung ist genauso wenig assoziativ wie NAND. Zeige das.
c) Fulle aus. Erkennst du GesetzmaRigkeiten?

a a ava | ava [ ava | ava | ava ava =
ava
w
. N . ava
d) Finde mithilfe von Wahrheitstafeln heraus:
Mit welchen einfachen Formeln sind die Formeln avb

avb und avb logisch gleichwertig?

o]
<l
o



16 Z Aussagenlogik (Informatikzweig)
28. . . .
Wir haben NOT, AND, OR und XOR. Man kann jede aussagenlogische
Wozu also noch NAND und NOR? 5 Formel allein mithilfe des Junk-
tors A (oder V) darstellen.
Wir beweisen in dieser Aufgabe Wurzels Aussage.
Da jede aussagenlogische Formel mit zwei Variablen mithilfe der Junktoren A,v und . geschrie-
ben werden kann (Aufgabe 22), mussen wir nur noch herausfinden, wie die Formeln &, aAb und
av b mithilfe von A bzw. v dargestellt werden kénnen.
Erganze die Tabelle. In der NAND-Spalte sollen nur Formeln mit A vorkommen, in der NOR-
Spalte nur mit . Benutze die Formeln aus den Aufgaben 25 und 27. Weitere Hilfen findest du
unterhalb der Tabelle.
NAND NOR
1) a= 1) a=
(2) anb = (2) anb =
(3) avb = (3) avb =
Hilfe zu (2): Setze in (1) fur a die Formel aAb ein und beachte Aufgabe 25 d).
Hilfe zu (3): Ersetze in avb = aAb aus Aufgabe 25 d) die Formeln @ und b gemaR (1).
29. NAND und XOR
a) Ergénze.
~Alan bA(arb — —
a | b| axp |97(anb) | bAlAAD) |z A
X y Nur falsch, wenn
beides wahr.
f | f
flw
T %
w | w J

b) Welche Verknupfung der Aussagen a und b ist in der dunkel unterlegten Spalte dargestellt?
Schreibe auf, wie diese Verknlpfung mithilfe von NAND dargestellt ist.
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30. NOR und XOR
a) Fulle die Wahrheitstafel aus.

ava bvb avb v
a|b| &= = =2 Xvy Nur wahr, wenn
beides falsch.
f

AN

b) Welche Verknupfung der Aussagen a und b ist in der dunkel unterlegten Spalte dargestellt?
Schreibe auf, wie diese Verknlpfung mithilfe von NOR dargestellt ist.

c) Ersetze in b) auf der rechten Seite den Junktor ¥ durch A und stelle mithilfe einer Wahrheits-
tafel fest, welche Verkniipfung von a und b die neue Formel darstellt.

In der Digitaltechnik kann man jede logische Schaltung (vom einfachen Addierer
bis zum High-End-Prozessor) durch Kombinieren von NAND-Gattern (oder
NOR-Gattern) aufbauen. Daher heilen NAND und NOR universelle Gatter.

Ce—

dive el Rechteckige Spirale

Ein Roboter bewegt sich wie in der Abbildung spiralférmig in
Schritten der L&nge 1 auf den Gitterpunkten um den Ursprung
eines Koordinatensystems: Er beginnt im Punkt (0|0). Die 1 1
ersten funf Schritte bringen ihn der Reihe nach zu den Punk- : ?
ten (110), (1/2), (0J2), (=1]1) und (=1|0).

® Wie viele Schritte bendtigt der Roboter bis zu den Punkten ) . )
(110), (2]-1), (3|-2) und (4|-3)? Erkennst du ein Muster?

® Wo landet der Roboter beim 1001. Schritt?
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Aquivalenz und Implikation &

31. Aquivalenz
Die Mutter sagt zu Emil:

,,Du raumst dein Zimmer auf und bekommst ein Eis oder
du raumst dein Zimmer nicht auf und bekommst kein Eis.“

a) Emil, der einen Logikkurs besucht hat, erkennt sofort, dass die Mutter auch eine Genau-dann-
wenn-Aussage hatte benutzen kdnnen. Welche?

b) Verwende die Aussagenvariablen g und b wie in
nebenstehender Box angegeben und schreibe die
Aussage der Mutter als aussagenlogische Formel
in die Box.

c) ImHeft: Erstelle zu der Formel in b) die Wahr-
heitstafel.

a: ..Du bekommst ein Eis."

b: ., Durdumst /dein Zimmer auf."

d) Fulle nebenstehende Wahrheitstafel aus.

Beachte Wurzels Tipp. a genau dann, wenn b

a

. f

Die Genau-dann-wenn-Aussage

ist zu der Aussage der Mutter f
w
w

logisch gleichwertig.

S |Hh|S | H|OT

Die Aussage mit ,a genau dann, wenn b" heiRt Aquivalenz.

Die Aquivalenz ist wahr, wenn

Andere Sprechweisen:
,»@ aquivalent zu b.“
»Wenn g, dann b, und sonst nicht.

,»@ genau dann, wenn p*
kirzen wir ab mit
acb

e) Erginze die Wahrheitstafel der Aquivalenz. a b a<b

f) Wo findest du die Verknipfung < in der Tabelle
von Aufgabe 22d)?
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32.

33.

34.

3s.

Negation der Aquivalenz

a) Fulle die ersten vier Spalten nebenste-
hender Wahrheitstafel aus.

b) Zu welcher einfachen Formel ist die

Negation der Aquivalenz gleichwertig?

Verwende die funfte Spalte.

c) Bestimme die Wahrheitswerte der Aussagen und bilde jeweils die Negation.

@ Silvester ist eine Katze genau dann, wenn Wurzel ein Hund ist.

@ Silvester hat zwei Beine genau dann, wenn Wurzel vier Beine hat.

® Silvester wiegt weniger als 100 kg genau dann, wenn Wurzel auf dem Mist kréht.
@ Silvester ist Bundeskanzler genau dann, wenn Wurzel zum Mond fliegt.

Stelle zu folgenden aussagenlogischen Formeln die Wahrheitstafeln auf und finde mithilfe der
Aufgabe 22 heraus, zu welchen einfachen Formeln sie gleichwertig sind.

a) ar(@a<b) c) av(aehb) e) a< (anb)

b) aA(a<b) d) av(a<b) f) (@asb)< (arb)

Zeige mithilfe von Wahrheitstafeln.

a) ac(bec=(@ebec b) (a<ba(b<c) = (anbac) v avbvce

Logikriitsel 5

Silvester hat sich in einer der drei Kisten 4, B, € versteckt. Damit du herauszufinden kannst, in
welcher, gibt dir Wurzel die folgenden Informationen, die alle wahr sind.

® Entweder ist Silvester in der Kiste A oder nicht in

Z der Kiste C.
@ Silvester ist in der Kiste B genau dann, wenn er
nicht in der Kiste A ist.

="
A
® Silvester ist in der Kiste B oder nicht in der Kiste A. B ‘ -
C




20

Z Aussagenlogik (Informatikzweig)

36. Implikation

Zuriick zu Emil und seiner Mutter.
Statt ,,Du bekommst genau dann ein Eis, wenn du dein Zimmer aufradumst* kénnen wir auch zwei
Wenn-dann-Aussagen verwenden, die durch UND verknipft sind.

,Wenn du dein Zimmer aufraumst, dann bekommst du ein Eis,
und wenn du dein Zimmer nicht aufrdumst, dann bekommst du kein Eis.*

P T T . T T . ol

a) Verwende die Aussagenvariablen a und b wie in
nebenstehender Box angegeben und schreibe obige
Aussage als aussagenlogische Formel in die Box. b: .Du bekommst ein Eis."
Verwende fur ,,Wenn-dann* den Junktor = .

a: .Du rdumst dein Zimmer auf."

b) Finde heraus, welche Wahrheitstafel zu a = b gehort. Wurzel und Silvester helfen dir dabei.

" asb b | 55
— | a=

a (@=b) A (@=b) a=

f f Fulle zuerst die 3. Spalte
aus. Dann kannst du fol-

f w gern, was in der 4. und 5.

W f Spalte stehen muss.

w w

In der 4. und 5. Spalte musst du noch zusatzlich beachten:
e Aus etwas Wahrem kann nicht etwas Falsches folgen.
e a=b bzw. a= b sind nicht logisch gleichwertig zu a< b.

Die Aussage mit ,Wenn a, dann b" heifit Implikation.
Die Teilaussage a heiBt Voraussetzung, die Teilaussage b Folgerung.

Die Implikation ist falsch, wenn

- ,Wenn g, dann p*“ Andere Sprechweisen:
kiirzen wir ab mit »AUs g folgt b."
a=b »a impliziert b.
~— A

c) Erganze die Wahrheitstafel der Implikation. a b a=b

d) Wo findest du die Verknlpfung = in der Tabelle
von Aufgabe 22d)?

Womit ist die Implikation also logisch gleichwertig?
Erganze die vierte Spalte.
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37.

38.

39.

40.

a) Zu der Implikation a=> b kann man die Negation, Kehraussage und Kontraposition bilden.
Fille die Wahrheitstafel aus.

Implikation Negation Kehraussage | Kontraposition

a=b a=b b=a b=a

S |Hh|lS || O

a
f
f
w
w

b) Begriinde: a=b = anb.

c) Betrachte die Aussage: Wenn Silvester vier Beine hat, dann ist er ein VVogel.
Bestimme den Wahrheitswert und bilde die Negation.

d) Begrinde: b=>a #a=Db.

e) Vergleiche die Implikation mit ihrer Kontraposition.
Bilde die Kontraposition von: Wenn Silvester eine Katze ist, dann hat er vier Beine.

Zeige mithilfe von Wahrheitstafeln.
a) a=>b=avb c) an(a=b) =anb e) (@a=>b)A(b=>a) =a<b

b) a=b = anb d av(a=b)=avb f) a=((b=c) = (arb)=c

Das Riitsel der vier Spielkarten

E/ M| 8| 5

Vier Spielkarten liegen auf dem Tisch. Jede Karte
hat auf der einen Seite einen Buchstaben und auf
der anderen Seite eine Zahl.

217

Wenn auf einer Seite ein VVokal steht, dann
steht auf der anderen Seite eine gerade Zahl.

Silvester ist sich nicht sicher. Uberpriife, ob Silvesters Behauptung stimmt. Welche Karten musst
du mindestens umdrehen?

Logikriitsel 6

In einem Kriminalfall sind drei Verdéachtige festgenommen worden. Der Detektiv Sherlock
Holmes flhrt die Untersuchung durch und sagt zu seinem Freund Dr. Watson: ,,Mein lieber Wat-
son, meine intensiven Nachforschungen gestatten mir, die folgenden Schliisse zu ziehen.

e Wenn sich Bond oder Cox als Téter herausstellen sollten, dann ist Adam unschuldig.
e Ist aber Adam oder Cox unschuldig, dann muss Bond ein Téter sein.
e Ware Cox schuldig, dann wére Adam Mittater.

Finde die Tater mithilfe einer Wahrheitstafel.
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3 N BLICK

Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch ist.
Wahr (w) und falsch (f) heilen Wahrheitswerte.

Wir kdnnen Aussagen in der Alltagssprache formulieren, aber auch

mit mathematischen Symbolen.

Beispiel: Das Quadrat von 14 ist kleiner als 200. Oder kiirzer: 14? < 200.

Wir verwenden die kleinen Buchstaben a, b, c, ... als Platzhalter fir
genvariablen, z. B. a: Silvester ist ein Kater.

Die Verkniipfung zweier Aussagen aund b mit ...

Aussagen und nennen sie Aussa-

e ... ,und“heilit... .. Konjunktion anb

o ... ,0der” heildt ... .. Disjunktion avb

e ... ,.entweder - oder* heifit ... .. Kontravalenz a®b.

e Verneint man eine Aussage a, so erhélt man ihre ... .. Negation a.

e Die Negation der Konjunktion aAb heif3t ... .. NAND an

e Die Negation der Disjunktion av b heif3t ... .. NOR avb

Die zugehdrigen Wahrheitstafeln:
Konjunktion | Disjunktion | Kontravalenz | Negation NAND NOR

a b anb avb a®b a anb avb
f f f f f w w
f w f w w " w f
w f f w w ; w f
w w w w f f f

Der Uberstrich  und die Zeichen AV, @, A,V heillen Junktoren.

Sinnvolle Zusammenstellungen von Aussagevariablen und Junkto-
ren, bei denen auch Klammern vorkommen konnen, heilfen aussa-
genlogische Formeln.

Belegen wir alle Aussagenvariablen einer aussagenlogischen Forme
halt auch die Formel einen Wahrheitswert,

Aussagenlogische Formeln:
(avb) A (avb)
a®b v bac

I mit Wahrheitswerten, dann er-

Zwei aussagenlogische Formeln heiRen logisch gleichwertig
(Zeichen: =), wenn sie fir jede Belegung ihrer Variablen mit
Wahrheitswerten stets denselben Wahrheitswert annehmen.

arb=avb
av(bac) = (avb) A (ave)

Jede aussagenlogische Formel mit zwei Variablen kann allein
mit den Junktoren A,v und  dargestellt werden.

Noch besser: Jede aussagenlogische Formel kann allein mithilfe
des Junktors A (oder \/) dargestellt werden.

a®b = (aab) v(@anb)
avb = (ana) A (bAb)




