Schriftliche Abiturpriifung 2016

E-Kurs

Haupttermin

Themenubersicht

= Aufgabel: Analysis
1
l+a-ex

1
2 1rex

— Untersuchung einer e-Funktionenschar f,(x) =3

— Weitere Untersuchung der Funktion f,(x) =

— Modéellierung: ansteigender Schneepistenabschnitts mit der Funktion f;

= Aufgabe 2: Analytische Geometrie

z/ Vertikale
5

— Modell zur Bewegung von U-Booten

— Schnitt zweier Geraden
— Abstand Punkt - Gerade 7
— Schnitt einer Ebene mit einer Geraden : /

Richtung ,L’Aide"

10
W - Nautilus
7
5
? 10

= Aufgabe 3: Stochastik
— Erstellen und Auswerten eines Baumdiagramms
— Kombinatorische Berechung von Wahrscheinlichkeiten

— Bernoulli-K ette
&
sclgnag

— Stochastische Unabhéngigkeit
SOFTERUTTI

verlayg

www.softfrutti.de




E-Kurs Haupttermin 2016

Aufgabe 1
ANALYSIS

11

111

112

113

114

12

121

122

123

1

.——  wobei der Wert des
l+a-ex

Gegeben ist die Schar der Funktionen f, mit f_(x) :g

Parameters a die positiven reellen Zahlen durchlauft.
3a2-eX-3a-e%

Die Gleich f."(x) =
ie Gleichung f, (x) 2 (@ &)

der zweiten Ableitung darf ohne Herleitung
verwendet werden.
Bestimmen Sie mit Begriindung die maximale Definitionsmenge der Funktion f, sowie

die Grenzwerte der Funktion f, an den Randern der maximalen Definitionsmenge.

a-eX
(a+ex)?
tion f, ist. Untersuchen Sie die Funktionen f, der Schar auf lokale Extrema

Weisen Sienach, dass f/(x) =3

eine Gleichung der ersten Ableitung der Funk-

Zeigen Sie, dass jede Funktion f, der Schar genau einen Wendepunkt besitzt, namlich
den Punkt W(In(a) | %) . FUr welchen Parameterwert liegt W auf der y-Achse?

Bestimmen Sie zwei Parameterwerte a; und a, so, dass die beiden Wendepunkte W; und
W, der zugehorigen Funktionsgraphen den Abstand 1 voneinander haben.

Die Funktion f; der Schar aus Teilaufgabe 1.1 wird nur vereinfachend mit f bezeichnet.

Die Funktionsgleichung lauttet also f (x) = 3. 1+1e—x .
Nachfolgend ist der Graph von f dargestellt.
AT

Begrunden Sie an Hand des Graphen von f, dass die Funktion f umkehrbar ist.
Leiten Sie die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion her und nennen Sie die Defini-
tionsmenge und die Wertemenge der Umkehrfunktion.

Zeigen Sie, dass F(X) = % In(1+¢*) die Gleichung einer Stammfunktion zu f ist.

Der Graph der Funktion f, die y-Achse und die negative x-Achse des K oordinatensystems
begrenzen eine Flache, die einen endlichen Flacheninhalt besitzt.
Berechnen Sie diesen Flacheninhalt.
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1
1+ex

xe[-6 ; 8] die Profillinie eines ansteigenden Schneepi stenabschnitts modelliert (1LE 2
1 Meter), der in positiver x-Richtung durchfahren wird.

Mit dem Graphen der Funktion f mit f (x) :% aus der Teilaufgabe 1.2 wird fir

Auf dem im Modell durch xe[0 ; 4] erfassten Bereich des Pistenabschnitts wird eine
Schneerampe aufgeschuittet.

Diese kann dort durch das Geradenstiick r mit der Gleichung r(x) = gx + % dargestellt
werden.

Ein Snowboarder fahrt die Rampe hoch und bewegt sich nach dem Absprung vom héchs-
ten Punkt auf einer parabelformigen Flugbahn. Im Modell wird die Flugbahn p mit Hilfe
der Gleichung p(x) = -2 (x— 5)* + 2 beschrieben.

Berechnen Sie das Volumen des zusétzlich bendtigten Schnees je 1 Meter Breite der
Schneerampe.

(Anmerkung: Bel der Berechnung darf ein Rampenmodell mit ebener Schneeoberflache
betrachtet werden.)

Zeigen Sie, dass die Flugbahn p im Modell das Geradensttick r mit einem ,, Knick” fort-
setzt.

Ermitteln Sie die maximale Hohe h der Flugbahn p in Bezug auf den Absprungpunkt.

Die x-Koordinate x,_ des Landepunkts L des Snowboarders auf der Piste ist ungefahr 7,0.
Begriinden Sie rechnerisch, dass die Piste dort nahezu horizontal verlauft.

Berechnen Sie unter dieser vereinfachenden Annahme den Winkel, unter dem der Snow-
boarder landet.

Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem man im Modell ndherungsweise die x-Koordi-
nate des Landepunkts L des Snowboarders auf der Piste bestimmen kann.

Ein weiterer Snowboarder befahrt die Rampe. Seine sich an die Rampe anschlief3ende
parabelformige Flugbahn w setzt das Geradenstiick r ,, knickfrel* fort. In einem horizon-
talen Abstand von 0,6 Meter hinter dem Absprungpunkt erreicht diese Flugbahn ihren
hochsten Punkt.

Bestimmen Sie einen parameterfreien Funktionsterm w(x), mit dem die Flugbahn w im
modellierenden K oordinatensystem beschrieben werden kann.
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Losungen
1.1  Funktionenschar f,
o . _ . 3 1 ,
Gegeben ist die Funktion f,: D, — R mit f,(X) =3 T a6 mita> 0.
1.1.1 Definitionsmenge und Grenzwert 4,5 Punkte
e Maximale Definitionsmenge (2,0 P)
Daa>0und e* >0fir alex e IR gilt, ist der Nennerterm stets positiv und damit
insbesondere von null verschieden. Esfolgt somit D, = R.
e Grenzwerte fir X — oo (2,5P)
" X —> +0o0: leTo f.(x) =g Begriindung: Fir den Nennerterm gilt
im(1+ae>) =1
X—>+00 - —_—
-1 -0
" x>0 Iim f,(x)=0"  Begriindung: Der Nennerterm wird bei konstantem
Zahler 1infolgevon lim (a-e™) =+
beliebig grof3.
1.1.2 Untersuchung auf lokale Extrema 4,0 Punkte
e Ableitung (2,5P)
Unter Verwendung der Quotientenregel erhélt man:
£1(x) _3. 1+a-eX).0-1laeX*x (-] _3._ aeX
a 2 1+ a-ex)? 2 (1+a-ex)?
Alternative: Umschreiben des Funktionstermsin f,(x) :%-(1 + a-e )™ und Ab-
leiten mithilfe der Potenzregel.
Auf die in der Aufgabenstellung gegebene Form des Ableitungsterms kann man ge-
langen, wenn man z.B. im Nenner den Faktor e ausklammert:
f’(x):§. a-eX _3. a-eX _ a _3 _aeX
2 2 (ex(ex+a) 2 (ex)-(ex+a) ——ex(ex+a) 2 (ex+a)
e Lokale Extrema (1,5P)
Fir den Z&hlerterm von f/(x) gilta-e™=0und damitauch f/(x) =0 furalex e R.
Die Funktion f, hat daher keine lokalen Extrema.
1.1.3 Wendepunkt 5,5 Punkte

2.eX_33.e2X ... . : i
3ac-eX-3a-eX ¢ die zweite Ableitung.

Verwendet wird der gegebene Term f." (x) =

2-(ex+a)?
¢ Notwendige Bedingung (2,0P)
f'(x)=0 < 3a°-e*-3a-e* =0
& 3a-ef(a-€) =0 (3a-€">0fira>0)
& a-¢e =0
& e=a
&

X =1In(a) (definiert, daa>0) (mitVzw.)
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¢ Hinreichende Bedingung (2,0 P)
= In(a) ist die einzige Nullstelle von f.". Da es sich dabei um eine Nullstelle mit

Vorzeichenwechsel handelt, liegt bei In(a) eine Wendestelle vor.
Die Funktion f, hat daher genau einen Wendepunkt.

e Angabe des Wendepunkts (1,0P)

Wegen f,(In(a)) = 1+ ale—ln(a>

als einziger Wendepunkt.

w

1

=3, 3
21+1 4

ergibt sichW(In(a) | = )

-3 _1
2 1+a-l

¢ Lage des Wendepunkts auf der x-Achse (0,5P)

W liegt auf der y-Achse, wenn seine x-Koordinate den Wert 0 besitzt. Dies ist der
Fall, wenn In(a) = 0 oder gleichbedeutend a = 1 gilt.

Bestimmung zweier Parameterwerte 3,0 Punkte

Da alle Wendepunkte der Schar die gleiche y-Koordinate besitzen, ist der Abstand zwi-

schen zwel Wendepunkten W, und W, gleich dem Abstand der x-Koordinaten dieser

beiden Wendepunkte.

Gemal3 1.1.3 ergibt sich die Bedingung: | In(ag) —In(ay) | = 1

Esist nur die Angabe eines konkreten Parameterpaares gefordert. Wahlt man z. B.
a;=e(mitin(e)=1) und a, =1 (mitIn(1) =0),

so ist die geforderte Bedingung erfullt.

Alternative: Allgemeine rechnerische L 6sung
lIn(as) = In(ay) | = 1 < ‘m et ‘ =1

In(al) 1v In(%)

- ev — =

f— a,

e
1
& apFe-a var = E-az
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1.2 Funktion f

Gegeben ist fur a = 1 die Funktion mit der Gleichung f (x) :% 1

1+ex’

1.2.1 Umkehrfunktion zur Funktion f 5,0 Punkte
e Begrindung der Umkehrbarkeit (1,0P)

Esgilt /()3 (exejl)z >0 firalex e R.

(vgl. in 1.1.2 angegebener Ableitungsterm fir a= 1)

Dies bedeutet, dass f streng monoton wachsend in der gesamten Definitionsmenge IR
ist und somit umkehrbar ist.

¢ Bestimmung des Funktionsterms der Umkehrfunktion (3,0 P)

Gesuchtist x e R, so dass gilt:

3 1

Y=2 11 ex

—X

_3.
© e'=3

& X=-— In( —1)
Ein Funktionsterm der Umkehrfunktion ergibt sich nach dem Tausch der Variablen
zB.zu f(x) :—In(%-%—l).

Alternative: Zuerst einen Variablentausch vornehmen und dann umformen.

& 1+er =

N w
<[+

)

-1 & —x= In(

Nlw plw
<=

A
y
A
y

¢ Definitions- und Wertemenge der Umkehrfunktion (1,0 P)
Gefordert ist nur die Nennung der beiden Mengen:

— Definitionsmengevon f™: ]0; 1,5 (entspricht der Wertemenge von f, die man
z.B. am gegebenen Graphen ablesen kann.)

— Wertemengevon f*: IR (entspricht der Definitionsmenge von f)

1.2.2 Nachweisder Stammfunktionseigenschaft der Funktion F 3,0 Punkte
Durch Ableiten der Funktion F(x) = §-|n(1+ e) ergibt sich:
y=3._1 x_3 €& _3e* & _3_ 1 _3_1 _
P =3 e ®  iTie e Tve 2o 2Trer W
1.2.3 Flachenberechnung 4,0 Punkte

Es handelt sich um eine ins Unendliche reichende Flache.

u(A) = f f(x)dx = ZIerLUf(x)de = Z'LTO[%"”(“‘EX)}?

=2-lim(In(1+€")-In(1+¢7))

2 Z—>—0

Nl w

-ZILrDO(In(Z)—In(1+ ez)]
{(In(2)- In@®) = -In(2)

—
=0

Nl w
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Schneepistenabschnitt
Gegeben sind die Funktionen mit den Gleichungen

= fy( )—5 1 — Uber [-6; 8] ds Profillinie des Schneepistenabschnitts,
= r(x)= —x+ 3 {iber [0 4] as Geradenstiick,
" p(x)= -1 (x 5)? + 2 als Flugbahn des Snowboarders.

Volumen der Schneemasse 5,0 Punkte

1.

T T T i T T 4 T T T .

Der Inhalt der Profilflache A ergi bt sich al's Flache zwischen den Graphen von r und f:

nA) = j(r(x)—f(x»dx = j(—x+z—§-1+1e,x)dx

3.,2,3, 3 x :
[mx += x——-In(lee)}0 (Stammfunktion zu f aus 1.2.2)

(— 16+ ————— In(1+e ))—(0+0—%In(1+1)) ~1 (inm?
Je 1 Meter Rampenbreite wird ein Schneevolumen von 1m? benétigt.

Fortsetzung des Geradenstuicks 3,0 Punkte

G
N p
Y G /—\
1 Gi

e Setigkeit des Ubergangs (1,0 P)

Esqilt: r(4) = % 4+ % :% und p(4) = __(4 5)% +

Der Ubergang an der Stelle 4 erfolgt also stetig.

|\>Io'|
J>I©

e Untersuchung auf Knickfreiheit (2,0P)
Esgilt: r'(4) = g (Steigung des Geradenstiicks)
Mit p'(x) = -2 (x-5)folgt p'(4) =-%(4-5)= 2.
Die Steigungswerte sind verschieden. Der Ubergang erfolgt also nicht knickfrei.

Maximale Héhe der Flugbahn in Bezug auf den Absprungpunkt 2,5 Punkte
Die Flugparabel p besitzt die Scheitelstellexs=5 und den Scheitelwert ys =

Der Absprungpunkt besitzt die y-Koordinater(4) = Z =2,25.

Gesuchte Hohe: h=ys—r(4) =2,5-2,25=0,25 (inm)

Die maximale Hohe der Flugbahn in Bezug auf den Absprungpunkt betragt 0,25 m.
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1.3.4 Landepunkt L 3,0 Punkte

135

136

e Horizontaler Verlauf der Schneepiste (1,5P)

Fur die Steigung der Schneepiste an der Stelle 7 gilt: f(7)_g 1'e7)2 ~0,0014 ~ 0.

(Die Ableitung von f ergibt sichaus 1.1.2 fir a=1.)
Dies bedeutet, dass die Schneepiste an der Stelle 7 nahezu horizontal verlauft.

o Auftreffwinkel (1,5P)
Esqilt p'(7) = —% (7 - 5) = —1. Hierausfolgt der Auftreffwinkel: tan (1) = —45°.

Naherungsweise Bestimmung der x-K oordinate des L andepunktsL 3,0 Punkte
Folgende Bedingungen sind zu erfullen: f(x.) =p(x.) und x_>0.
Mogliche Losungsverfahren sind (es gentigt die Beschreibung eines Verfahrens):

— Losen der Gleichung f (x.) = p (%)
(z. B. durch systematisches Einsetzen von madglichen x,)

— Einzeichnen der Parabel von p in die Darstellung des Graphen von f und Ablesen
des Wertesvon x, .

— L&sen der Gleichung p(x.) = g )

Par abelbahn mit knickfreiem Uber gang 4,5 Punkte

Gegeben ist die x-Koordinate des Scheitel punkts der Bahn: xs=4 + 0,6 = 4,6.
Fir die gesuchte Parabelbahn gilt in der Scheitel punktsform der Ansatz:
w(X) =k- (x—4,6)+ys mit W(x) =2k- (x—4,6) .

Folgende Bedingungen sind fur einen knickfreien Ubergang zu erfillen.
(D) W) =r(4) =3 < k-(4-467+ys= 3

© 0,36k +ys= 2

Einsetzen des Wertesvon kin (1) ergi bt:

() tYsE T S g Y=g © ¥s= g

Eine Gleichung der gesuchten Parabel lautet: w(x) = - - (x—4,6)"+
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

U-Boote orientieren sich unter Wasser, indem sie ihre Koordinaten mit Hilfe des letzten GPS-
Signals (GPS: Global Position System) bestimmen und indem sie Gber Sonargerdte Schallim-
pulse aussenden, deren Reflexionen sie dann auswerten.
Bel der folgenden mathematischen Modellierung wird davon ausgegangen, dass alle Objekte
punktférmig sind und dass die Wasseroberflache vollig eben ist.
Das verwendete Koordinatensystem ist so gewahlt, dass

— diex-Achsein Richtung Siiden und die y-Achse in Richtung Osten weist,

— die x-y-Ebene die Wasseroberfléche darstellt,

— 1 Langeneinheit 100 Metern in der Realitét entspricht.

2.1 DasU-Boot Nautilus A z/ Vertikale
befindet sich unter 5¢
Wasser zunéchst an 4 -20
der Position N
P(3|4]-3). N
' Richtung ,L’Aide"
Kurze Zeit spéter be- A . ichtung ,L’Aide

rechnet der Bordcom-

W
puter eine zweite Po-

sition et : 10 y
T(2|4]-25). 24 E

31 /T - Nautilus
4l P - Nautilus

2.1.1 Stellen Sie ausgehend von der Annahme, die Nautilus bewege sich geradlinig, eine vek-
torielle Gleichung der Bahn der Nautilus auf.

Beschreiben Sie unter Bezugnahme auf Himmel srichtungen den Kurs der Nautilus.

Berechnen Sieim Modell die Koordinaten des Punktes W, in dem die Nautilus die Was-
seroberfl&che erreicht.

2.1.2 U-Boote konnen nur unter gewissen Winkeln ohne Schéden an der Wasseroberfléche
auftauchen. So muss der Winkel zwischen der Bewegungsrichtung und der nach oben
gerichteten Vertikalen grof3er als 45° sein. Uberprifen Sie durch eine Winkelberech-
nung, ob die Nautilus diese Bedingung erfillt, wenn sie sich vom Punkt P(3 | 4 | -3) aus

-2
geradlinig in Richtung | O | bewegt.
1

2.1.3 Ander Position A(-43 | 34 | 0) wartet das Versorgungsschiff L’ Aide.

Berechnen Sie, wie viele Minuten die Nautilus vom Punkt (-3 | 4 | 0) aus bis zum Ver-
sorgungsschiff bendtigt, wenn sie mit einer konstanten Geschwindigkeit von 8 - an der

Wasseroberflache fahrt.
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2.2

221

222

2.2.3

Im Jahr 2009 kollidierten die beiden mit Atomsprengkdpfen ausgeristeten U-Boote , Le
Triomphant* aus Frankreich und ,,HMS Vanguard“ aus England, obwohl sie moderne
Ortungsgeréte an Bord hatten.

Fir die folgenden Berechnungen nehmen wir an, dass sich die beiden U-Boote einige
Zeit vor der Kollision auf zwel geradlinigen Kursen bewegen, die durch die folgenden
Gleichungen beschrieben werden kénnen:

18 -2

OQvan: X=| 4| +r-| 0|, reR (Bahnder ,HMS Vanguard")
-10 1

24 4

Oni i X=|-6|+s-/10| , seR (Bahnder,Le Triomphant*)
-8 1

Weisen Sie rechnerisch nach, dass sich die beiden U-Boote zunachst auf windschiefen
Kursen befinden.

Im Punkt Q(8 | 4 | -5) ihres Kurses andert die ,,HMS Vanguard® ihre Bewegungsrich-
tung und steuert nun auf den Punkt R(15 | 9 | -5) zu.

2.2.2.1 Erstellen Sie Gleichungen der Ebene, in der sich die ,HMS Vanguard® auf-
grund des Lenkmandvers bewegt, in Parameter-, in Normalen- und in Koordi-
natenform.

2.2.2.2 Berechnen Sie den Punkt K, in dem die Bahn der ,,Le Triomphant die Ebene
€van . DX — 7y + 10z = —38 schneidet.

2.2.2.3 Die ,HMS Vanguard“ bewege sich infolge des Lenkmanévers ebenfalls auf
den Punkt K aus Aufgabenteil 2.2.2.2 zu.

Nehmen Sie kritisch Stellung zu der Aussage: ,, Wenn die U-Boote keine Ver-
anderungen an ihren Kursen vornehmen, kollidieren sieim Punkt K.*

Eine unbemannte Forschungskapsel ist im Meerboden verankert.

Berechnen Sie den Abstand der Bahn der ,,Le Triomphant” von der durch F(12 | -48 | -8)
gegebenen Verankerungsstelle, wenn sie sich auf der in 2.2 angegebenen Bahn gy be-

wegt.
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Losungen

2.1 U-Boot Nautilus
2.1.1 Bahn der Nautilus 4,0 Punkte
¢ Vektorielle Gleichung der Bahn der Nautilus (1,5P)
2 3 -1
— Richtungsvektor: PT =| 4 |- | 4|=1] 0
-2,5 -3 0,5

3
— Stitzvektor: p=| 4
-3

3 -1
— GleichungderBahng: x=| 4|+t-| 0|, teR
-3 0,5

e Beschreibung desKurse (1,0P)
DieNautilusbewegt sichin ndrdlicher Richtung aufsteigend zur Wasseroberflache hin.

¢ Berechnung der Koordinaten des Punkts W (1,5P)

Die Nautilus erreicht die Wasseroberflache, wenn die z-Koordinate in der Bahnglei-
chung g den Wert 0 annimmt.

z=0 &< -3+1t-05=0<1t-05=3 < t=6
Einsetzen in die Gleichung von g ergibt:

3 -1 3 —6 -3
w=| 4|+6-| O|=| 4|+| 0|=| 4| , dso W(-3|4]0).
-3 0,5 -3 3 0
2.1.2 Auftauchwinkel 2,5 Punkte
Gesucht ist der Winkel zwischen den Vektoren
-2
u=| 0| mit |u|=+(-2?+0*+1=+5 (Bewegungsrichtung)
1
0
v=[0| mit|v]|=v0?+0%+12 =1 (Vertikale)
1
Damit folgt:
‘ﬁ(l‘ |0+0+1] 1
cos(a) = = =—~0,4472 , dso a~63,435°

CARCE
Das Mal3 des Schnittwinkels betrégt rund 63,5°. Damit erflllt die Nautilus die gefor-
derte Bedingung.
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2.1.3 Entfernung zum Ver sor gungsschiff 2,5 Punkte
e Abstandsberechnung (1,5P)
-3 -43 40
Esgilt: AW =| 4|—| 34|=|-30

0 0 0
40

Abstand: d(A,W) =| AW |= || =30 || = +/40%+30? + 0% /2500 =50
0

Die Nautilus taucht in 50 - 100 m = 5 000 m Entfernung von der L’ Aide auf.
e Benétigte Zeit (1,0P)
Zeit: 5000m: 8T =625s~ 10,5 Minuten.
Die Nautilus braucht etwa 10,5 Minuten, bis sie diese Strecke zurtickgelegt hat.

2.2 U-Boote,HMSVanguard” und ,Le Triomphant*”

2.2.1 Windschiefer Kurs 3,5 Punkte
e Nichtparallelitat (1,0P)

-2 4
Die Richtungsvektoren | 0 | von gva, und | 10 | von gr sind keine Vielfalche. Die
1 1

zugehorigen Geraden und damit die Bahnen sind somit nicht parallel.
e Nachweis, dass es keinen Schnittpunkt gibt (2,0 P)

18 -2 24 4 -2 4 6
Ansatz: 4| +r-| 0|=|-6|+s-|10| < r-| 0|—-s-|10| =]|-10
-10 1 -8 1 1 1 2
-2r—-4s= 6) ()

S —10s=-10| (I1)

rr— s = 2) ()

L 6sung des Gleichungssystems:
= Aus(Il) ergibtsich: s=1.
» Eingesetztin(lll) erhdtman: r-1=2 < r=3.
= Probein(l): —2-12=-14=6 (f)
Das Gleichungssystem ist nicht |6sbar. Es gibt also keinen Schnittpunkt.
e Ergebnis (05P)

Dadie Richtungsvektoren nicht kollinear sind und es keinen Schnittpunkt gibt, mis-
sen die Kurse windschief sein.

Alternative: Nachweis tiber das Spatprodukt (T, x0,)- AA, # 0.
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2.2.2  Anderungder Bewegungsrichtungen
2.2.2.1 Gleichungen der Ebene, in der sich,,HMS Vanguard“ bewegt 4,5 Punkte
e Parametergleichung (1,5P)
-2
— Richtungsvektoren: G, =| 0| (urspringliche Richtung,HMS Vanguard®)
15 8 7
U,=4-p=| 9|—-| 4|=|5]| (geanderte Richtung)
-5 -5 0
18
— Stitzvektor: a= 4| (Stutzvektor von gya)
-10
18 -2 7
— Parametergleichunge: x =| 4| +A-| O|+u-|5],
-10 1 0
¢ Normalengleichungen (2,5P)
-5 5
— Normalenvektor: G, x G, =| 7 | ; wahlefi =| -7
-10 10
5 18
— Punktnormalengleichung ey i - (X -a)=0 < |-7|- | x—| 4| |=0
10 -10
5
— Allgemeine Normalengleichung eya: | =7 |- X +38=0
10
¢ Koordinatengleichung (0,5P)
Durch Ausmultiplizieren folgt ey.,: 5x— 7y + 102+ 38 =0
2.2.2.2 Berechnung des Schnittpunkts K 3,0 Punkte

Einsetzen der Gleichung von gr; in die Koordinatengleichung von ey, ergibt:
5.(24+4s)—7-(—6+10s) +10- (-8+5) +38=0

< 82-40s+38=0

& s=3

Einsetzen dieses Wertes in die Geradengleichung gy ergibt:
24 4 36
k=|-6|+3-|10|=|24
-8 1 -5

Die Bahn von ,,Le Triomphant schneidet die Ebene ey 4, im Punkt K(36 | 24 | -5).
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2.2.2.3 Kritische Stellungnahme 1,0 Punkte

Die U-Boote missen nicht kollidieren, da sie den Punkt K zu unterschiedlichen
Zeitpunkten erreichen kénnen.

2.2.3 Abstand zum Punkt F 4,0 Punkte

1. Moglichkeit: Verwendung der Abstandsformel Punkt - Gerade
4

Verwendet wird: Aufpunkt B(24 | —6 | —8) und Richtungsvektor v = | 10 | von gry.
1

_—

d(F, gr,) = [VxBF| = lTll"UXBF
12\ (-24

117 1 0 \ 117 _48
1
= 4212 = 6
A 117

2. Moglichkeit: Verwendung der L otebenenmethode
a) Hilfsebene ey mit Feeyundey L g

4 12 4
e |10| | x—| -48||=0 < [10|- x +440=0
1 -8 1

b) Lotful3punktberechnung
Durch Einsetzen der rechten Seite der Gleichung von gy ergibt sich:

4 24 4
10| - || -6 |+s-]10|| +440=0 < 28+ 1175=-440 < s=-4
1 -8 1
24 4 8
Damitfolgt: | =|-6|-4.]10|=|-46| : L(8]|-46|-12)
-8 1 -12
¢) Abstand
8 12 -4
Esgilt‘ﬁ‘ =||-46|-|-48 || =|| 2|| =V16+4+16 = /36 =6
-12) | -8 -4

Die Bahn von , Le Triomphant* fuhrt im einem Abstand von 6 - 100 m = 600 m an
der Verankerungsstelle F vorbei.
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Der Traum vom Goldrausch geht weiter: In Alaska kann erfolgreich nach Gold gesucht werden.

3.1 InAlaskaenthaten 65% des Bodens so viel Gold, dass er als ertragreich angesehen wer-
den kann. Bevor Schatzsucher ihren Claim (Schirfgebiet) abstecken, werden Probeboh-
rungen durchgefihrt. Diese sollen Aufschluss Gber die Goldhaltigkeit des Bodens lie-
fern. Ist der Boden tatsachlich ertragreich, so ergibt dies die Probebohrung in 73% aller
Falle. st der Boden nicht ertragreich, so ergibt dies die Probebohrung in 80% der Félle.

3.1.1 Erstellen Sie zu der beschriebenen Situation ein beschriftetes Baumdiagramm.

3.1.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Boden ertragreich ist und die Probeboh-
rung dies anzeigt.

3.1.3 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Probebohrung ertragreichen Boden
anzeigt.

3.1.4 Zeigen Sie: Weist die Probebohrung ertragreichen Boden aus, so ist mit einer Wahr-
scheinlichkeit von etwa 87% der Boden auch wirklich ertragreich.

3.2 Der Chef der Goldgraberfirma ,, Lucky-Search" hat sechs Arbeitspldtze zu besetzen. Fur
die Crew haben sich 40 Personen beworben, davon 13 Personen ohne Erfahrung und
27 Personen mit Erfahrung im Goldschirfen.

3.2.1 Der Chef wahlt die Personen ohne Berticksichtigung der Eignung nach einem Losver-
fahren aus. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er vier Personen ohne Erfahrung
und zwei Personen mit Erfahrung im Goldschirfen auswahit?

3.2.2 Angenommen, ein guter Freund des Chefs mit Goldschurferfahrung befindet sich unter
den Bewerbern und wird daher eingestellt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
der Chef fir sein Team dartber hinaus zufélig genau einen Bewerber ohne Erfahrung
auswahit.

3.3 Im langjéhrigen Mittel werden 4 von 7 Goldschirftagen durch den Chef als zufrieden-
stellend klassifiziert. Die Schirfsaison dauert insgesamt 154 Tage.

3.3.1 Eswird von einer Super-Saison gesprochen, wenn mindestens 98% aller 154 Schurftage
zufriedenstellend ablaufen. Beschreiben Sie ein Verfahren, um die Wahrscheinlichkeit
fr eine Super-Saison zu bestimmen.

3.3.2 Berechnen Sie, wie viele zufriedenstellende Tage erwartet werden konnen und wie grof3
die Streuung hierbei ist.

3.3.3 Betrachtet werden nun 14 zufdlig ausgewahlte Schirftage. Zeigen Sie, dass mit einer
Wahrscheinlichkeit von etwa 18% genau die Halfte dieser Schirftage zufriedenstellend
verlauft.

3.4  Jede der zahlreichen Maschinen im Abbaugebiet |&sst sich durchschnittlich nur in 5 von
8 Féllen unmittelbar starten. Berechnen Sie, bei mindestens wie vielen Maschinen das
Starten versucht werden muss, damit mit mehr als 95%iger Sicherheit wenigstens eine
unmittelbar anspringt.
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3.5

351

352

Zwel weitere Goldgraberunternehmen ,Nugget” und , Glory" versuchen im Abbauge-
biet ihr Glick. Die Firma ,,Nugget" findet mit einer Wahrscheinlichkeit von % eine ge-

winnbringende Menge an Gold. Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Firmen eine ge-

winnbringende Menge finden, betrégt é—g und die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens

eine der Firmen eine gewinnbringende Menge findet, betragt % .

Im Folgenden wird thematisiert, ob die Unternehmen , Nugget" und ,,Glory" die Gewin-
ne im beschriebenen Modell stochastisch unabhangig oder abhangig voneinander er-
wirtschaften.
Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit, dass die Firma ,,Glory" gewinnbringend schirft,
betragt 2.

Untersuchen Sie rechnerisch die Ereignisse

N: , Firma Nugget findet eine gewinnbringende Menge an Gold" und

G: ,FirmaGlory findet eine gewinnbringende Menge an Gold"
auf Unabhangigkeit.
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31
311

311

312

3.13

3.2
321

3.2.2

3.3
331

Losungen

Probebohrungen

Baumdiagramm 2,5 Punkte
Ereignisse: E: Der Boden ist ertragreich.

B: Die Probebohrung lasst ertragreichen Boden erwarten.
Damit ergibt sich folgenden Baumdiagramm:

065 - E 37— B

0,2 B
—_— /

0,8 -

B
Boden ertragreich und Probebohrung positiv 1,0 Punkte
P(ENB)=0,65-0,73=0,4745
Probebohrung zeigt ertragreichen Boden an 1,5 Punkte
P(B)=0,65-0,73+0,35- 0,2 =0,5445
Boden ertragreich, wenn Probebohrung positiv 2,0 Punkte
Po(E) = P(E| B) = P(E(;)B) = 247% - 0714
Goldgréaberfirma,, Lucky-Search”
Auswahl eines Teams von 6 Personen 2,0 Punkte
{13]{27}
Wahrscheinlichkeit: : 0 2 ~ 0,0654
H
Auswahl eines Teamsvon nur noch 5 Personen 2,0 Punkte
(13].[26]
Wahrscheinlichkeit: ! - : ~ 0,3376
3
Schiirfsaison von 154 Tagen
Wahrscheinlichkeit fir eine Supersaison 2,5 Punkte

Ansatz: Bernoulli-Kettemitn =154 und p = %

— Berechnung der Anzahl der Tage flr eine Supersaison: 154 - 0,98 ~ 150,92
— Mithilfeder Bernoulli-Forme ist dann die Summenwahrscheinlichkeit zu berechnen:
P(T>151) = P(T=151) + P(T =152) + P(T = 153) + P(T = 154)
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332

3.3.3

3.4.

3.5
351

Erwartung der zufriedenstellenden Tage 2,0 Punkte
Erwartungswert: z=n-p=154. 2 =88

Streuung: o= \/n- p-(1-p) = /154.?% ~ 6,14

Hélfte der Schirftage zufriedenstellend 2,0 Punkte
Die Zufallsgrofe X zahle die Anzahl der zufriedenstellenden Tage.

Interpretation: Bernoulli-K etteder Léngen= 14 mit der Trefferwahrscheinlichkeit p= ; .

P(X=7) = (ﬂ (5)"-(3)'~0,1813=18,13%

Bestimmung der Kettenlange 3,5 Punkte
P(X>1)>09 < 1-P(X=0)>0,95
& —-P(X=0>-005 |-(-1

& P(X=0)<0,05
o (2)"<005 | In
o nin(3)<In(05) | :In()<0
- s |n(o,25)
In(3)
=N n> 3,05

Mindestens 4 Maschinen missen gestartet werden, damit die Wahrscheinlichkeit, dass
wenigstens eine anspringt, mindestens 95% betrégt.

Goldgraberunternehmen ,, Nugget” und , Glory"

Wahrscheinlichkeit, dass,, Glory" gewinnbringend schuirft 2,0 Punkte
Ldsung mithilfe einer Vierfeldertafel:
Es werden folgende Bezeichnungen gewahit. G G )y

N: ,,Nugget findet gewinnbringende Menge Gold." N 10 4 14

G: , Glory findet gewinnbringende Menge Gold." 21 21 21

Im Text gegeben sind: P(N) = £ = 22

PNNG)=2 1
PNUG)=2

Z|

Die dritte Wahrscheinlichkeit |8sst sich nicht direkt in die Vierfeldertafel eintragen, da
siesich auf 3 Felder bezieht.

Esgilt: PNUG)=P(NNG)+P(N~ G)+P(N N G)

19 _ 10 4 N —
Hierausfolgt: P(N N G) = % N 10 4 14
- 21 21 21
und damit: P(G) = 37 == N 5

21

15 1
21
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Lésung unter Verwendung des dritten Axioms von Kolmogor off
P(NU G) =P(N) + P(G) - P(NN G)

P(G) = P(N U G) — P(N) + P(N " G)
_19 14 .10 _15_5

21 21 21T 22”7

3.5.2 Unabhangigkeit

Esgil: PNNG) =22
P(N) - PG)=2-2=2

7" 21

Die Werte stimmen tberein. Die Ereignisse N und G sind somit unabhangig.

2,0 Punkte
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Aufgabe 1
ANALYSIS

An der Fassade des Betriebsgebaudes der Firma Archimedes-Zirkel & Co soll ein Logo mit der
Form eines Zirkels angebracht werden. Die grau hinterlegte Logo-Form in Abbildung 1 wurde
mit Hilfe von Funktionsgraphen entworfen.

11

111
112

113

114

Fir die gepunktet dargestellte untere Profil-
Linie der Logo-Form wurde der Ansatz
f:[-2:2] >R x> a-xX*+b-x*+c

mit geeigneten a, b, ¢ € IR gewahit.

Die beiden oberen Profil-Strecken des Logos
schlieffen mit der x-Achse ein gleichschenk-
ligesDreieck ein. Der Punkt (2| 0) ist ein Eck-
punkt dieses Dreiecks.

1 Langeneinheit im verwendeten Koordina-
tensystem entspricht 1 Meter in der Realitét.

Abbildung 1

Begriinden Sie, dass die Funktion f achsensymmetrisch zur y-Achse ist.

Der Graph von f hat folgende Eigenschaften:

= Der Punkt M(O | 4) liegt auf dem Graphen.

= Der Graph trifft an den Réndern der Definitionsmenge auf die x-Achse.

= Der Graph mindet in die x-Achse waagerecht ein.
Stellen Sie Gleichungen auf, die diese Eigenschaften beschreiben, und ermitteln Sie dar-
aus die Werte fir a, b und c.

[ zur Kontrolle: f(x) = %x“— 22+ 4]

Die rechte obere Profil-Strecke des Logos liegt auf der Geraden g mit der Gleichung
g(x) = § V3 (x+2).

Ermitteln Sie einen der beiden Wendepunkte des Graphen von f und zeigen Sie, dass
die Gerade g parale zu einer der beiden Wendetangenten des Graphen von f verlauft.

Im Auftrag der Firma Archimedes-Zirkel & Co wird eine 4 Zentimeter dicke Aluminium-
platte entsprechend der L ogo-Form zugeschnitten.

Berechnen Sie die Masse dieses Aluminium-Logos, wenn 1 Kubikmeter Aluminium die
Masse 2710 kg hat.
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115

1.2

121

122

123

124

125
126

Die Firma Archimedes-Zirkel & Co wiinscht sich eine rechteckige Werbefl&che zwischen
der unteren Profil-Linie des Logos und der Basislinie entsprechend der Abbildung 1.
Demgemal? wird das im Modell zu erganzende Rechteck unten von der x-Achse be-
grenzt, die beiden oberen Eckpunkte des Rechtecks werden auf dem Graphen von f plat-
ziert. Mit B(u | 0) wird der rechte untere Eckpunkt des Rechtecks erfasst.

1.1.5.1 Zeigen Sie, dass fur den Flacheninhalt dieses Rechtecks gilt:
A(U) = 2u°-4u’+8u.

1.1.5.2 Bestimmen Sie den Wert fir u so, dass die rechteckige Werbeflache einen ma-
ximalen Flacheninhalt besitzt.

Zur Verwendung: Die Randstellen —2 und 2 der unteren Profil-Linie des Logos
sind Nullstellen des Terms A'(X) .

Beim Entwurf des Logos wurde mit Blick auf die Form der in Abbildung 1 gepunktet
dargestellten unteren Profillinie auch ein Graph einer der folgenden Funktionen in Erwé-
gung gezogen:

k- x
X+ kK
Die Abbildungen 2 und 3 zeigen zwei Graphen dieser Funktionenschar.

Ok:Dmax > R ; X 2- mit keR.

<

Y

| - . 4
i 3

/. \ | :
, — | 1
o

6 5 -4 -3/2 -1 0 1 ?\3 4 5 6 -6 -5 -4 -3 -2 -1 of1 2 3 4 5 6

e I I e

-2 | -2

Abbildung 2 Abbildung 3

Bestimmen Sie fur die Funktionsgraphen der Abbildungen 2 und 3 den jeweiligen Wert
des Parametersk.

Nennen Sie aus mathematischer Sicht zwei Aspekte, die fir die Verwendung des Gra-
phen aus Abbildung 2 fir die untere Profil-Linie des Logos sprechen kénnten.

Bestimmen Sie in Abhangigkeit vom Parameter k die maximale Definitionsmenge der
Funktion g.

_4k-(1+K)- X

Weisen Sie nach, dass g (X) = ¢ 1 k)’

eine Gleichung der ersten Ableitung der

Funktion g ist.

Zeigen Sie, dassfur ke R \ {—1; 0} der Graph von g genau einen lokalen Extrempunkt
besitzt.
Beschreiben Sie die Graphen von g-; und von gp.

Berechnen Sie einen der Schnittwinkel des Graphen von g, mit der x-Achse.

Fiir k > 0 besitzen die Funktionen g die Wendestellen — /¥ und /X .
Ermitteln Sie die Ortskurve, auf der die Wendepunkte der Funktionen g liegen.
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11

111

112

113

Losungen

Ganzrationale Funktionenschar f;,
Gegeben ist die Funktionenschar f: [-2;2] > R ; x > a-xX*+b-x*+c.
Begrindung der Achsensymmetrie 1,5 Punkte
D =[-2; 2] ist symmetrisch und fur alle xeD gilt:

f(-x)=a- (-x)*+b-(x)?+c=a-x*+b-x*+c=f(x) .
Also besteht Symmetrie zur y-Achse

Alternative: Die Funktion f ist als ganzrational e Funktion mit nur geraden Exponenten
achsensymmetrisch zur y-Achse.
Werteflr die Parameter 6,0 Punkte
e Ableitung der Funktionf (0,5P)
Esgilt: f'(x) =4ax + 2bx .
¢ Angabe von Gleichungen (2,5P)
— Der Punkt M(0 | 4) liegt auf dem Graphen:
f(0)=4 < c=4  (Damitvereinfacht sich: f(x) =ax*+bx*+4).
— DieRandstellen —2 und 2 sind Nullstellen:
f(2)=f(2=0 < 16a+4b+4=0 (1)
— An den Randstellen —2 und 2 liegen waagerechte Tangenten vor:
f'(-2) =0 & -32a-4b=0 < 8a+b=0
f(2) =0 < 32a+4b=0 < 8a+b=0 (2
e Bestimmungvonaundb (25P)
Aus der Gleichung (2) folgt: b=-8a
Einsetzenin Gleichung (1): 16a—32a+4=0 < -16a=-4 < a= %
Damit ergibt sich: b=-8. 2 =-2
e Ergebnis (05P)
Die gesuchte Funktion lautet: f(x) = 2xX'— 2% +4

Wendepunkt und Parallelitat der Geraden g 4.5 Punkte
e Zweite Ableitung der Funktionf (0,5P)
Esgilt: f'(xX) =x*—4x und f"(x)=3x*-4 .
¢ Notwendige Bedingung (1,0P)
f'(X)=0 < 3x¢-4=0

_ 4
& X= 5

= x:—\/% oder x:\/g (beide einfach, mit Vzw.)

¢ Hinreichende Bedingung (0,5 P)
Daessich bel beiden Stellen um Nullstellen von mit " Vorzeichenwechsel handelt,
liegt an beiden Stellen eine Wendestelle vor.

¢ Angabe eines Wendepunkts (1,0 P)

Wegen f(\/%):%-l—g—2%+4:% foIgtW(\/% |%) als moglicher Wendepunkt.
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e Parallelitat zur gegebenen Geradeg (15P)
Die Gerade g hat die Steigung 1—§\/§-(—1) = ——\/5
Die Ableitung der Funktion f lautet: f'(x) = x* — 4x.
Fur die Steigung der Tangente im Wendepunkt W ergibt sich:

3
' 4 4 4 4 [4 4 8 [4 16 [1 16 1 16 V3 16
f(\/é)—‘(\/§) 3=z NEIT I T T ENET 3 ET 3 e s e Vs

Sie stimmt mit der Steigung der gegebenen Geraden g Uberein. Dies bedeutet die Pa-
ralelitdt der Wendetangente und der Geraden g.

1.1.4 Massedes Aluminium-L ogos 6,5 Punkte

e Inhalt der Dreiecksflache (1,0P)
u(Al)—— Grundseite - Hohe = -4-g(0):2.%.\/§.2:%.\/§

Inhalt der Flache zwischen G; und der x-Achse (2,5 P)

u(Az)=ff(x)dx = 21 =2 [5x4 4]’

-2 Symmetne 0

=2. [( -32-2.8+4.2) o] =18

Flacheninhalt der Logo-Form (1,0 P)
w(A) = n(A) -u(A) =5 - V3 -2 ~378
Volumen des Aluminium-Logos in Kubikmetern (1,0P)
Va =1 (A) - 0,04~ 3,78- 0,04~ 0,15 (m°)

Masse des Aluminium-Logos in Kilogramm (1,0 P)
Maj = Val - 2710 =0,15 - 2710 = 400 (kg)

Alternative: Integration Uber die Differenzfunktion g — f

1.1.5 Rechteckige Werbeflache
1.1.5.1 Flacheninhaltsfunktion 2,5 Punkte

Breite des Rechtecks: 2u
Hohe des Rechtecks: f(u)
Flacheninhalt:
A(u) =2u-f(u)
=2u- (Fut- 20+ 4)

-%5 40 + 8u

1.1.5.2 Maximaler Inhalt der Werbeflache 6,5 Punkte
e Angabe der Zielfunktion (0,5P)
AU)= 2u’—4u*+8u mit D=]0; 2[
e Ableitung (0,5P)
A(u) = 2u*- 120"+ 8
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¢ Notwendige Bedingung (35P)
Au) =0 & —u ~12°+8=0
o u-20+ 8=
o U -480°+32=0
o U —48U% +2,4°=-32+ 2,4
=N (WP —-2,4)2=256
& WP¥-24=-16 v U’-24=16
< ¥=08v U*=4
< u=-408 vu=,08 vu=-2vu=2
Nur die Stelleu = /0,8 gehort zu D.
Alternative: Zunéchst Polynomdivision durch (u + 2) und (u — 2) oder aber
durch (u? — 4), dadie , Randlsungen“ —2 und 2 bekannt sind.
¢ Hinreichende Bedingung (1,0 P)
Esgilt: A’(u) =10u®— 24u.
Damit folgt: A’(y/0,8) =10(,/0,8)°—24-./0,8 ~-14,31<0.
Bei der Stelle /0,8 handelt es sich also um eine lokale Maximumstelle.
e Extremwertentscheidung (1,0 P)
Dau = /0,8 ist einzige lokale Extremstelle im Definitionsintervall D ist,
handelt es sich damit auch zugleich die globale Extremstelle.
Alternative: Berechnung des Funktionswerts A(4/0,8 ) und Vergleich mit den
Grenzwerten lim A(u) und I|m A(u).
u—0*

1.2  Gebrochenrationale Funktionenschar
Betrachtet wird die Funktionenschar gk : Djax — R ; X+ 2-% mit keR..

1.2.1 Bestimmung desjeweiligen Parameters 3,0 Punkte
Der Parameter kann jeweils durch eine geeignete Punktprobe bestimmt werden.
Gunstig ist z.B. die Betrachtung des y-Achsenabschnitts: gk(0) = 2-% =2k.
Abbildung1: 2k=4 < k=2
Abbildung 2: 2k=-1 < k=-3

1.2.2 Verwendung des Graphen aus Abbildung 2 fir das L ogo 2,0 Punkte

Mogliche Aspekte (zwei Aspekte genligen) sind:
— Der Graph hat die gleichen Nullstellen wief aus 1.1.
— Der Graph hat den gleichen y-Achsenabschnitt wief aus 1.1.
— Der Graph ist achsensymmetrisch wief aus 1.1.
— Der Graph hat einen Hochpunkt auf der y-Achsewiefaus 1.1
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1.2.3 Maximale Definitionsmenge 3,5 Punkte
Der Nennerterm darf nicht null werden:
unerfillbar  fark >0
X¥+k=0 & ¥=-k o x= 0 furk =0
x=—Jk v x=+k firk<0
Damit ergibt sich folgende Fallunterscheidung fur die Definitionsmenge:
k>0: D, =R
k=0: D, =R
k<0' D_ =R\{-Jk; vk}
1.2.4 Ableitung und lokale Extrempunkte 7,0 Punkte
e Nachweis des Terms flr die erste Ableitung (2,0P)

ey o O+ K)-(=2x) —2x- (K- %) 233 —2kx —2kx+2x3 _ . (1+k)-x

gk (X) =2 (X2 + k)z =2 (XZ + k)2 - (X2 + k)z
- — . '—X
=k (1K)

¢ Notwendige Bedingung fur lokale Extrempunkte (1,0P)
g, (X) = 0<x=0 (Die Bedingungen k=0 und k= —1 sind im Text vorausgesetzt.)
0 ist die einzige mogliche Extremstelle.

e Hinreichende Bedingung (2,0P)
Fur den Term der zweiten Ableitung ergibt sich:

01" (09 =~ak(1+ ) R CEEE (e B
N2 SR 'S
=-4k(1+k) o+ Ky 4k(1+K) 2 1 k)

Damit folgt fur die Stelle O:
g, (0) = 4k(1+Kk) _k—,L( =—4(1+Kk) % # 0 (dak= 0 und k=—1 vorausgesetzt ist).

Damit ist O jeweils die einzige Extremstelle.

¢ Sonderbetrachtung der Funktion go (1,0P)
Esgilt: g,(x)=2--X = -2

X2
D

Der Graph ist bis auf die Licke an der Stelle x = 0 die zur x-Achse parallele Gerade
mit dem y-Achsenabschnitt —2.

e Sonderbetrachtung der Funktiong-1 (1,0P)

4. — _l_xz—_ -Xz_lz_
Esgilt: g.,(x)=2 -1 2 Xz—l»—é-a 2

Der Graph ist bis auf die Liicken an den Stelle x = -1 und x = 1 die zur x-Achse pa-
rallele Gerade mit dem y-Achsenabschnitt —2
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1.2.5 Schnittwinkel mit der x-Achse 3,0 Punkte
Fir k = 2 ergibt sich als erste Ableitung: g (x) = (;274;‘)
2 ist eine Nullstelle von gz, dennes gilt:  g,(2) = 2- 22 " 2 =0.
Firr die Steigung an der Stelle 2 folgt: g,(2) :(22_—1'82)2 = —g—g = —%.
Damit ergibt sich: tan(a) = g;(2) = —% , dso o ~-53°
1.2.6 Gleichungder Ortskurve 3,0 Punkte

Funktionswerte an den Wendestel len:
2 k 2
= a5 82 -2 o2 k=g

Auflésen nach dem Parameter in den Wendestellen:
+\/7 X & £ =y & k=3¢

Einsetzen in die erste Gleichung liefert die Gleichung der Ortskurve der Wendepunkte:
y= %.3)(2—1 = gxz— 1

2 2 2
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ANALYTISCHE GEOMETRIE

Aufgabe 2

2.1

211

212

2.13

214

215

Ein Molekil des Jodheptafluorid besteht aus einem Jod- und sieben Fluor-Atomen. Ex-
perimentelle Befunde haben zu folgender Vorstellung gefiihrt:

— Das Jod-Atom und funf der Fluor-Atome bilden ein regelméafdiges, ebenes Funfeck
mit dem Jod-Atom im Zentrum. Der Abstand zwischen dem Jod- und den Fluor-
Atomen betrégt hierbel jeweils 186 Pikometer.

— Das sechste und siebte Fluor-Atom liegen spiegelbildlich zur vorgenannten Funf-
eckebene im Abstand von 358 Pikometern voneinander, wobei das Jod-Atom die
Verbindungsstrecke halbiert.

Bei der modellhaften grafischen Darstellung in einem Koordinatensystem wird verein-
fachend davon ausgegangen, dass alle Atome punktformig sind.

Folgende Punkte wurden fir f
die grafische Platzierung der . |
Atome gewahlt:

J(0]0]0)

F4(1860 | 0| 0)
F2(575 | 1769 | 0) —
F3(~1505 | 1093 | 0).

Abbildung 1:
Grafische Darstellung des Fg o
Jodheptafluorid-Molekiils

Fur die grafische Darstellung wurde fur alle Koordinaten die gleiche Léngeneinheit ver-
wendet. Geben Sie an, wie grol3 die Langeneinheit ist und begrinden Sie Ihre Angabe.

Geben Sie die Koordinaten der Fluor-Atome F4, Fs Fg und F7 an, die sich mit Hilfe von
Symmetrieliberlegungen ergeben.

Ermitteln Sie die Langen der Strecken JF, und JF, sowie das Maf} des von den ent-
sprechenden Halbgeraden eingeschlossenen Winkels <« F,JF3.
Beurteilen Sie, ob diese fur das Modell der Abbildung 1 berechneten Maf3e in Einklang
mit der in 2.1 beschriebenen Vorstellung eines realen regelmafdigen Funfecks stehen.
Berechnen Sie das Volumen des Koérpers mit den Eckpunkten J, F» , Fsund Fe.
Bestimmen Sie ndherungsweise das Volumen des Molekils, wenn dieses a's Polyeder
mit den Fluoratomen F1, F,, F3 F4, Fs, Fs und F7 als Ecken angesehen wird.
Zeigen Sie, dass die Punkte F, und F; spiegelbildlich liegen bezlglich der Ebene

Espiegd - 40x + 13y— 3=0
Uberpriifen Sie, ob die Punkte (0| 0] 0) und (575 | 1769 | 0) im gewéhiten Modell in
dieser Ebene liegen.
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2.2

221

222

Die einfachste, bekannte Kristallstruktur eines kristallinen Festkdrpersist das so genannte
»Kubisch primitive" Kristallgitter (vgl. Abbildung 2). In dieser Art kristallisiert zum Bei-
spiel das Element Polonium.

Bei der modellhaften Darstellung im [
K oordinatensystem werden die Po- | e —®
lonium-Atome al's Punkte erfasst. * . Iy — Dy
Als Langeneinheit wurde der kon- N h_ ] o | le—tt®
stante Abstand zwischen zwei néchs- T M o—2 !
ten Atom-Nachbarn gewahit. T 8| T S
I . \
_——:.‘:—_ T __.'-.
| @
e - T % x
‘_ | _ﬁ——_ \ x‘
Abbildung 2: N —e
Ausschnitt aus einem W, _f._ - _“ — —\.
Kubisch-primitiven Kristallgitter 1-— -

Im dargestellten Ausschnitt aus dem Kristallgitter sind drei Atome A, B und C hervorge-
hoben. Sie befinden sich in einer Ebene, die man in der Kristallphysik alsE 191 bezeichnet.

2.2.1.1 Lesen Siedie Koordinaten dieser drei Atome aus der Abbildung ab.

2.2.1.2 Erstellen Sie eine Parameter-, eine Normalen- und eine Koordinatengleichung
der Ebene Eio1.

Eine weitere Ebene E 101 ist durch folgende Parametergleichung gegeben:

1 1 -1
Eior: X =|2|+r-|1|+s-| 1| ,rseR .
1 1 -1

2.2.2.1 Bestimmen Sie eine Gleichung der Schnittgeraden dieser Ebene E_1 01 mit der
durch die Gleichung x + z = 2 beschriebenen Ebene.

Welchen besonderen Verlauf im Koordinatensystem hat diese Schnittgerade?

2.2.2.2 Begrinden Sie die im Aufgabentext verwendeten Bezeichnungsweisen ,, E1¢1 “
bzw. ,E_101* fUr die jeweiligen Ebenen.
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Losungen

2.1 Jodheptafluorid-Molekl

2.1.1 Langeneinheit 1,0 Punkte
Die Langeneinheit 0,1 pm erschlief3t sich aus der x;-Koordinate 1860 des Punktes Fi,

die dem Atomabstand 186 Pikometer entspricht.
2.1.2 Bestimmung von Punkte 2,0 Punkte
F4(—1505|-1093|0) (x-Koordinate: wie F3, y-Koordinate spiegelbildlich zu F,)
Fs5(575|-1769 | 0) (x-Koordinate: wie F, , y-Koordinate spiegelbildlich zu F»)

Fs(0| 0| 1790) (zKoordinate: Halfte der Lange 358 pm bei Beachtung des
Mal3stabs)
F#(0|0|-1790) (zKoordinate: spiegelbildlich zu Fe)
2.1.3 Streckenldnge und Winkel 4,5 Punkte
e Streckenldngen (1,0P)
575
JF, = | 1769 |und | JF, | = /5757 +1769" + 0 = /3459986 ~ 1860,10
0
—1505
JF, =| 1093 |und | JF; | = /(-1505)" +1098" + 0 = /3459674 =~ 1860,020
0

o Winkel zZwischen den Vektoren JF, und JF, (25P)
Fur das Skalarprodukt der beiden Vektoren gilt:

575) (-1505
JF, - JF, =|1769| - | 1093 | =575 (-1505) + 1769 - 1092 + 0 - 0 =1 068 142
0 0
Damit folgt:
cos(a) = JF, - JF, 1068142 0.3087

3|3, | 3459986 . /3459674

Hieraus ergibt sich der Winkel a ~ 72,02°.
e Interpretation (1,0P)
— Die Streckenlangen entsprechen (nahezu) den gefordert 186 pm.

— Der Winkel entspricht (nahezu) dem Winkel, der in einem regelméalligen ebenen
Funfeck vorliegt, némlich 360° : 5= 72°.
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2.1.4 Volumen 3,5 Punkte
¢ \olumen des Korpers mit Eckpunkten J, F» , Fsund Fg (3,0 P)

575) (-1505 0
Vi= ¢ - |(I5xJR)-0F| = & - || [1769 |x| 1093 ||| O
0 0 ))-17%
0 0
=1. 0 || 0 ||=981761300
3290820) (-1790

Die durch dieihre Ecken J, F,, Fsund Fg gegebene dreiseitige Pyramide hat das Volumen
V1 =981 761300 (& pm)’ =981 761,3 pm’.

¢ Volumen des gesamten Korpers (0,5P)

Der das Molekil darstellende Korper setzt sich aus 10 zur vorgenannten dreiseitigen Py-
ramide nahezu kongruenten Pyramiden zusammen.

Es hat also das Volumen: Vges=10-V; = 10- 981 761,3 pm° = 9 817 613 pm®
Alternative: elementargeometrischer Ansatz

Vi=1.2.186%- sin(72°) - 179 pm®

2.1.5 Spiegelbildliche Lage der Punkte F, und F3 zur Ebene 4.5 Punkte

e Untersuchung der spiegelbildlichen Lage (3,5P)
(1) Der Verbindungsvektor ﬁ steht senkrecht auf der Ebene Spiegelebene e.

~1505) ( 575) (-2080 40 40
Esist: F,F, =| 1093 |-| 1769 |=| —676 |=-52.| 13 | kollinear zu n, = | 13
0 0 0 0 0

Dies bedeutet, dass F,F, senkrecht auf der Ebene e steht.
(2) Der Mittelpunkt M der Strecke F,F, liegt in der Spiegelebenee.

575) (-1505 —465
Esgilt m=2 - (f, + f,)=2-| 1769 |+| 1093 | |=| 1431
0 0 0

Die Punktprobe der Koordinaten von M in der Gleichung von e ergibt:
40 - (-465) + 13- 1431 - 3 =0 (wahre Aussage).
Damit ist nachgewiesen dass, F, und F3 spiegelbildlich zur Ebene egpiegar liegen.

e Punktproben fir die angegebenen Punkte (1,0P)
Punkt (0] 0| 0): 40-0+13-0-3=-3=0
Der Punkt liegt somit nicht in der Ebene.
Punkt (575|-1769|0): 40-575+ 13- (-1769) — 3 =23000 — 22997 -3=0
Der Punkt liegt somit in der Ebene.
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2.2. Kubisch primitives Kristallstruktur

2.2.1 DargestelltesKristallgitter
2.2.1.1 Koordinaten dreier Atome

Fur die Atome aus der Abbildung gilt: A(2|0|0) ; B(2]|2]0) ;
2.2.1.2 Gleichungen der gekennzeichneten Ebene
e Parametergleichung (1,0P)
0
— Richtungsvektoren: AB = wahled = |1
0

— Stitzvektor: a=|o

e Normalengleichungen (2,0P)

o
1
=}

— Normalenvektor: G x V =

— Punktnormalengleichung: fi - (X - a)=0 <

2
— Parametergleichung e X [0 +A- 01| +tu-

— Allgemeine Normalengleichung: |0|- x—-2=0

¢ Koordinatengleichung (0,5P)
Durch Ausmultiplizieren folgt E101: X+z—2=0

1,5 Punkte
C1]1]1)

3,5 Punkte
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2.2.2 Betrachtung einer weiteren Ebene E_j01
2.2.2.1 Schnittgerade 3,5 Punkte
e Berechnung der Gleichung der Schnittgeraden (3,0P)

Einsetzen der angegebenen Parametergleichung von E_;01 in die Koordina-
tengleichung der Ebene E 141 ergibt:

(1+r-9+(1+r-9-2=0< 2+2r-28-2=0<r=s
Setzt man das Ergebnisin die Parametergleichung von E_;; ein, so folgt:

1 1 -1 1 0
gs X =|2|+r-|1|+r-| 1|=|2]+r-|2
1 1 -1 1 0

e Besonderer Verlauf der Schnittgeraden (0,5P)
Die Schnittgerade verlauft parallel zur y-Achse.

2.2.2.2 Bezeichnung der Ebenen 1,0 Punkte

Der Index gibt jeweils einen Normalenvektor der Ebene an, der ganzzahlige
teilerfremde Komponenten hat.
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Die Unterhaltungsel ektronik hat in den Kinderzimmern verstérkt Einzug gehalten.

3.1 Eine Umfrage hat ergeben, dass 42% der Kinder ein eigenes Fernsehgerdt und dass
davon unabhéngig 57% der Kinder einen eigenen Personal-Computer (PC) besitzen.

3.1.1 Stellen Sie diesen Sachverhalt in einem beschrifteten Baumdiagramm dar. Verwenden
Sie dabei die Abkirzungen F (besitzt ein Fernsehgerét) und C (besitzt einen PC).

3.1.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
A: DasKind besitzt einen Persona -Computer, aber kein Fernsehgerdt.
B: Das Kind besitzt htchstens eines der beiden elektronischen Geréte.
und Uberprifen Sie, ob die Ereignisse A und B stochastisch unabhéngig sind.

3.1.3 Die Umfrage hat unter anderem geschlechtsspezifische Unterschiede herausgefunden:
Ein eigenes Fernsehgerét besitzen 46,875% der Jungen und 37,5% der Madchen.

3.1.3.1 Wiehochist der Anteil der befragten Jungen bei dieser Studie?
[zur Kontrolle: 0,48]

3.1.3.2 Ein zufdlig ausgewahltes Kind besitzt ein Fernsehgerét. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ist es ein Junge?
3.1.4 Aus der Menge der befragten Madchen werden zehn Méadchen nacheinander ausgel ost.
Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass
3.1.4.1 nur die beiden zuletzt ausgel osten Madchen ein Fernsehgerét besitzen,
3.1.4.2 genau zwei der zehn ausgel osten Madchen ein Fernsehgerét besitzen,
3.1.4.2 hoéchstens zwei der zehn ausgel osten Mé&dchen ein Fernsehgerét besitzen.
3.2 Der Fernsehsender Kids-TV plant einen Beitrag Uber , Fernsehen im Kinderzimmer*.

Hierzu werden zehn Kinder eingeladen, von denen vier ein Fernsehgerét besitzen. Im
Studio stehen zehn Stihle im Halbkreis vor dem Moderator.

3.2.1 Bestimmen Sie die Anzahl der méglichen Sitzordnungen, wenn keine Sitzordnung vor-
gegeben ist.

3.2.2 Die Kinder mit eigenem bzw. ohne eigenes Fernsehgerat sollen jeweils nebeneinander
sitzen. Wie viele hierfir geeignete Sitzordnungen gibt es?

3.2.3 Um die Sendung aufzulockern, wird zwischen einzelnen Gespréchsblocken jeweils ein
Zielweitwurf-Wettbewerb durchgefuhrt. Andrea trifft mit der Wahrscheinlichkeit p das
Ziel. Wie grof3 muss p mindestens sein, damit sie bei funf Versuchen mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 97% wenigstens einmal trifft?

3.2.4 AlsDankeschon fur die Teilnahme an der Sendung werden unter den zehn Kindern vier
Bucherpakete und sechs CD-Pakete so verlost, dass jedes Kind ein Paket erhdlt.

3.24.1 Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten nur Kinder mit eigenem Fernsehgerét
die Biicherpakete?

3.2.4.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Kinder ohne eigenes
Fernsehgeréat Blicherpakete erhalten.
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Losungen
3.1 Umfrage
3.1.1 Baumdiagramm 2,0 Punkte
Ereignisse: F: Das Kind besitzt ein Fernsehgerét. c
C: DasKind besitzt einen Computer. 0,57
Damit ergibt sich neben-
stehendes Baumdiagramm: 0.42 F 043\ C
/ . .
\ B /
0,58 F—
0,43 C
3.1.2 Berechnung von Wahr scheinlichkeiten und Unabhangigkeit 4,0 Punkte
o Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A (1,0P)
P(A) = P(F nC)=0,58- 0,57 = 0,3306
e Wahrscheinlichkeit des EreignissesB (1,5P)
P(B)=P(Fn C)+P(F nC)+ P(F n C)
=0,42-0,43+0,58-0,57 +0,58-0,43 =0,7606
Alternative: Betrachtung des Gegenereignisses
PB)=1-P(FNC)=1-042-0,57=1-0,2394 = 0,7606
e Unabhangigkeit (1,5P)
Esgilt: P(An B) = P(A) = 0,3306 (denn es gilt Ac B).
P(A) - P(B) = 0,3306 - 0,7606 ~ 0,2515
Wegen P(A N B) = P(A) - P(B) sind die Ereignisse A und B stochastisch abhéngig.
3.1.3 Geschlechtsspezifische Unterschiedein der Umfrage

3.1.3.1 Anteil der befragten Jungen in der Studie

Baumdiagramm:

Esbedeute: J: Junge
M: Mé&dchen
F: Fernseher

Aus dem Baumdiagramm ergibt sich:

P(F)

h - 0,46875 + (1 —h) - 0,375
0,09375 - h + 0,375
0,09375 - h

h

3.1.3.2 Berechnung einer bedingten Wahr scheinlichkeit

3,0 Punkte
0,46875 F
h J 05315 — F
= 042 0,375 F
_ 0,42 /
= 0,42 1-h M
= 0,045 0625 F
= 0,48
1,5 Punkte

Anhand des Baumdiagramm ergibt sich:

Pe(d) =P|F) =

P(JNF) _

0,48 - 0,46875 ~ 0,5357

P(F)

0,42
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314

3.2
321

322

3.2.3

Auswahl von Madchen
3.1.4.1 Nur dieletzten beiden M &dchen 1,5 Punkte
A1 Nur die beiden zuletzt ausgel osten Madchen besitzen ein Fernsehgerdt.
P(A)= 0,635° - 0,375° =~0,0033

erste 8 Médchen  letzte 2 Médchen

ohne Fernseher mit Fernseher
3.1.4.2 Genau zwei Madchen 1,5 Punkte
Az: Genau zwei der zehn ausgel osten Mé&dchen ein Fernsehgerét besitzen ein
Fernsehgerét.

Ansatz: Bernoulli-K ette der Lange 10
Treffer T: ,,M&dchen besitzt ein Fernsehgerdt* mit p = 0,375

10
P(A) =P(T=2) = ( 2} .0,375%- 0,635° ~ 0,1473

3.1.4.3 Hochstens zwei M adchen 1,5 Punkte
As: Hochstens zwei der zehn ausgel osten Mé&dchen ein Fernsehgerét besitzen
ein Fernsehgerét.

Ansatz: Bernoulli-K ette der Lange 10
Treffer T: ,,Madchen besitzt ein Fernsehgerét” mit p = 0,375

P(As) =P(T<2)=P(T=0)+P(T=1) + P(T=2)
10 0 10 10 1 9
=1y | 0.3757-0,635° + | "|- 0,375 0,635 +0,1473

~ 0,2110

Beitrag des SendersKids-TV

Anzahl der mdglichen Sitzor dnungen ohne Vorgabe 1,0 Punkte
Anzahl der Permutationen: 10! = 3 638 800

Berechnung der Trefferwahrscheinlichkeit einer Bernoulli-K ette 1,5 Punkte
Kinder mit eigenem bzw. ohne eigenes Fernsehgerét sollen nebeneinander sitzen.
Anzahl: 4! - 6! + 6! - 41 =34560

Berechnung der Trefferwahrscheinlichkeit einer Bernoulli-K ette 3,5 Punkte

Ansatz: Bernoullikette der Lange 5
p: Trefferwahrscheinlichkeit Andreas

P(X>1) > 0,97 | Ubergang zum Gegenereignis

PN 1-P(X=0) > 0,97 | -1
= -P(X=0) > -0,03 | - (1)
& P(X=0) < 0,03

5
o (oj -p’-(1-p)° < 0,03
N (1-p)° < 0,03
& 1-p < 30,03
& p >1-3/0,03 ~0,5041
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3.2.4 Verlosung von Blicher- und CD-Paketen

3.24.1 Bicherpakete nur an Kinder mit eigenem Fernseher 1,5 Punkte
Zufallsexperiment: Auswahl von 4 Kindern aus 10, die ein Blicherpaket
erhalten
10
|Q|= =210
4

Ereignis: Auswahl von 4 Kindern aus den 4 Fernsehbesitzern

i

Wahrscheinlichkeit: P(A) = 1A = _L_ £ 0,00476

Q] ~ 210
3.2.4.2 Bicherpaket an genau zwei Kinder ohne eigenem Fernseher 1,5 Punkte
Zufallsexperiment: Auswahl von 4 Kindern aus 10, die ein Blicherpaket
erhalten
10
|Q]= =210
4

Ereignis: Auswahl von 2 Kindern aus den 4 Fernsehbesitzern und
2 Kindern aus den 6Nicht- Fernsehbesitzern

o) e

Wahrscheinlichkeit: P(A) = 1~ = 2% ~ 0,4286



Schriftliche Abiturpriifung 2016

G-Kurs

Haupttermin

Themenubersicht

= Aufgabel: Analysis

— Untersuchung einer gebrochenrationalen Funktion f (x) = ’)‘(2+‘21
— Modellierung: Deich an einer Kiste mithilfe  |v
einer ganzrationalen Funktion
_ 1,4 43 : G
g(X) - SO(X 4X ) Wassersei te ’ Landseit

= Aufgabe 2: Analytische Geometrie I
— Schnitt einer Ebene mit einer Geraden
— Reflexionswinkel

— Volumen einer dreieckigen Pyramide

= Aufgabe 3: Stochastik
— Bernoulli-Kette und Erwartungswert Binomialverteilung
— Erstellen und Auswerten einer Vierfeldertafel (mit absoluten Werten)
— Bedingte Wahrscheinlichkeit

&
r%num

verlag

www.softfrutti.de
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Aufgabe 1
1. Gegeben ist die Funktion f : Dyax — IR mit
2-1
f)=2".
() X+ 2
1.1 Geben Sie die maximale Definitionsmenge Dyax an. Untersuchen Sie das Grenzwertver-
halten von f an der Definitionsl icke und geben Sie die Art der Definitionsl ticke an.
1.2 Berechnen Sie die Schnittpunkte des Graphen von f mit den K oordinatenachsen.
1.3 Weisen Sie rechnerisch nach, dass sich der Funktionsterm von f in der folgenden Form
schreiben | &sst:
—x_24_3
f(X)=x-2+ o
1.4 Geben Sie die Gleichung der Asymptote an und untersuchen Sie das Anndherungsver-
halten des Graphen von f an die Asymptote.
15 Bestimmen Siedie Gleichung der ersten Ableitung von f .
Zur Kontrolle und weiteren Verwendung:
2
frix) = X +4x+1
X =Cr2p
Zur weiteren Verwendung (ohne Nachweis!):
" 6
f = :
X =Gap
1.6 Untersuchen Sie rechnerisch den Graphen von f auf Extrempunkte (einschliefdich ihrer
Art).
1.7 Begrinden Sie: Der Graph von f ist im Intervall ]—oo ; —2[ rechtsgekrimmt und im In-
tervall |-2 ; +oo[ linksgekrimmt.
1.8 Skizzieren Sie unter Berticksichtigung der bisherigen Ergebnisse den Graphen von f in
dasin Anlage 1 gegebene Koordinatensystem.
1.9 Der Graph von f schliefdt mit der x-Achse eine Flache ein. Bestimmen Sie das Mal3 die-

ser Fléche unter Angabe einer Stammfunktion. Nutzen Sie zur Ermittlung einer Stamm-
funktion die Zerlegung des Funktionsterms gemal3 1.3.
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22

2.3

Deiche an K Uisten schiitzen das umliegende Land vor Uberflutungen.
Der Graph der Funktion g mit dem Term

9(¥) =55 (x* ~4x)

soll im Intervall [0 ; 4] den Verlauf der Oberfléchenlinie des Querschnitts eines Deiches
modellieren. Der Ursprung des Koordinatensystems stellt den Beginn der Aufschittung
des Deiches dar. Die Langeneinheit betrégt 10 m. Die Abbildung 1 zeigt den Graphen
der Funktion g im Intervall [0; 4].

A
y

‘ G
g

Wasserseit/‘—\ Landseite
0

1 2 3 4 5

y

Abbildung 1: Graph der Funktion g im Intervall [0; 4]

Der (absolut) héchste Punkt eines Deiches wird als Deichkrone bezeichnet.

Zeigen Sie rechnerisch, dass der Deich 30 m vom Beginn der Aufschittung entfernt
(Stelle 3 des Koordinatensystems) seine maximale Hohe hat und geben Sie diese in der
Einheit m an.

Auf der Wasserseite (vom Meer zur Deichkrone) verlaufen Deichprofile flacher al's auf
der Landseite.

Vergleichen Sie dazu im Rahmen von Rechnungen den maximalen Betrag der Steigung
auf der Wasserseite mit dem maximalen Betrag der Steigung auf der Landseite.

Bestimmen Sie unter Angabe einer Stammfunktion den Flacheninhalt des Deichquer-
schnitts (in der Einheit m?) und berechnen Sie zum Vergleich den Flacheninhalt eines
dreieckigen Deichprofils mit den Eckpunkten (0 | 0), (4 | 0) und (3 | 0,54) (Angabe der
Koordinaten im gewéhlten Koordinatensystem).
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Anlage 1
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1.2

13

14

Losungen

Untersuchung einer gebrochenrationalen Funktion f

2
Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung f (x) = ))(( +_21 :

Dmax Und Grenzwertver halten an der Definitionsliicke 2,5 Punkte

e Maximale Definitionsmenge (0,5 P)
Esgilt Dmax = R \{-2}.

e Polstelle (0,5P)
Bei —2 handelt es sich um eine Polstelle, weil —2 eine Nullstelle des Nennerterms und
keine Nullstelle des Zahlerterms ist.

e Art Polstelle und Grenawertverhalten (1,5P)
Eine Vorzeichenbetrachtung links und rechts der Polstelle —2 ergibt folgende Tabelle:

X | _2 _

(In der Vorzeichentabelle
f(x) - | + Testwert: f(-3)=-8<0 rechtsist nur die Polstelle

mit —2 bertcksichtigt, nicht

VzW die beiden Nullstellen -1

Damit folgt: lim f(x) =-o und lim f(x) = +o. und 1.
X—>—2" x—>-2"
Schnittpunkte des Graphen mit den K oordinatenachsen 2,0 Punkte

e Schnittpunkte mit der x-Achse (1,5P)
Nullstelle f(X)=0 < ¥-1=0 (es gentigt den Zahlerterm zu betrachten)
< X=-1v x=1 (beideenfach, mitVZw.)
Damit ergeben sich N;(—1 | 0) und Nx(1 | 0) a's Schnittpunkte mit der x-Achse.
e Schnittpunkt mit der y-Achse (0,5P)
y-Achsenabschnitt: f(0) =-0,5
Damit ergibt sich Y(0 | -0,5) als Schnittpunkt mit der y-Achse.

Zerlegung des Funktionsterms 1,5 Punkte
Mithilfe einer Polynomdivision OC-1):(x+2)=x-2+ %
ergibt sich die Zerlegung: — (¢ +2x)
-2x-1
- (-2x-4)
3

Alternative: Den angegebenen Zerlegungsterm auf einen gemeinsamen Nenner bringen.

Gleichung der Asymptoten und Annédherung 2,0 Punkte
e Asymptote (0,5P)

Die Zerlegung in 1.3 ergibt als Gleichung der schiefen Asymptote: fa(x) =x—2.
e Anndherung an die Asymptote (1,5P)

Die Betrachtung des Resttermsr(x) = % ergibt:

= r(x) = % <O0flr x — —oo , aso Anndherung von G; von unten an Asymptote

= r(x)= % >0 flr x —» +oo , aso Anndherung von G; von oben an Asymptote
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15 Abletung 2,0 Punkte
Mit der Quotientenregel erhdlt man:
2x-(x+2)=(* =11 _ 2x*+4x=x"+1 _ x*+4x+1

F0e9 = (x+2)2 (x+2)2  (x+2)?
1.6  Untersuchung auf Extrempunkte 4,0 Punkte
¢ Notwendige Bedingung (2,0P)
f'(X) =0 < X¥+4x+1=0 (es gentigt den Zahlerterm zu betrachten)
o X+ax+2°=-1+4
o (x+2)%=3

o x=-2-+/3 vx=-2+3
Naherungswerte: x; = -2 — J3~-373; xo=-2++3~-027
¢ Hinreichende Bedingung (1,0 P)

6

Im Aufgabentext ist die zweite Ableitung f"(x) = (X2 2

gegeben.

Mit dieser zweiten Ableitung ergibt sich:

" 6 6 .
f"(=2-+/3) = = <0, aso Maximumstelle
( ) (-2-3+2° (-/3)°
" 6 6 .
f"(=2++/3) = = >0 , dso Minimumstelle
( ) (-2+4+/3+2°  (+/3)°

e Angabe der Extrempunkte (1,0P)
Durch Einsetzen in den Zerlegungsterm ergeben sich die Funktionswerte:

f(-2-3)=(-2-B3-)+—> — 43— 2 __4 23~-746

2-3+2 V3
f(24v3) = (243-2)+— 3 = 443+ = 4+2/3~054
( )= ) —2+~3+2 NE

Extrempunkte: Hochpunkt H(—2 — /3 | -4 — 24/3)
Tiefpunkt T(=2 + /3 [-4 + 24/3)

1.7 Krummungsintervalle 1,0 Punkte
Eine Vorzeichenbetrachtung fur f" ergibt:
X | —2 0
£7(%) - |+ Tesdwert: f"(0)=6/8>0
mit
VzW

Hieraus folgen die angegebenen Krimmungsintervalle:
» Gt ist rechtsgekrimmt in]—oo ; —2[
» G ist linksgekrimmt in ]-2 ; +oof
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1.8 Graph der Funktion 2,5 Punkte

]
B
N

19 Flachenberechnung 2,5 Punkte
Mit dem im Aufgabentext beschriebenen Integralansatz ergibt sich:

1

#A) = | £

-1

1

= | [(x-2+ ) dx

X+ 2

= [%X2—2x+3-ln|x+2|]i‘

|(£-2+3:In(3))—(:+2+3-In(D))|

=[-4+3-In(3)| ~ 0,7 (FE)
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2.2

Untersuchung einer ganzrationalen Funktion g

Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung g(X) = —5—10(x4 —4x%) (ber [0; 4] .

Lage der Deichkrone 2,5 Punkte
e Ableitungen (1,0P)
TP T I 2y_ 2,3 au2N__ 2 2/,
Esgilt: g'(x)= 50(4x 12x°) = 25(x 3X°) = o5 X (x=3)

"x) = — L (122 — — 5 )= -8 x(x—
g9"(x) = 50(12x 24x) = 25(x 2X) = 25x(x 2)

e | okale Maximumstelle bei 3 (0,5 P)
Wegen g'(3) =0und g"(3) = —%-3-(3—2):—% < 0ist 3 lokale Maximumstelle.

Dabei gilt g(3) = —5—10(34—4-33)=% = 0,54

e Vergleich mit den Werten an den Randern des Intervall [0 ; 4] (1,0P)

Esgilt: g(0) =0 und g(4):—5—10(44—4-43):0.

Daher hat die Deichkrone an der Stelle 3 ihren maximaen Wert von 5,40 m.

Maximale Betr&ge der Steigungen 4,0 Punkte
Wendestellen sind die Stellen mit extremaler Steigung. Eine Wendestellenberechnung
ergibt:
¢ Notwendige Bedingung (1,0P)
g"(xX) =0 & x=0 v x=2 (vgl. Faktorisierungin 2.1)

Bel der Stelle 0 handelt es sich um eine Randstelle, bel der Stelle 2 um eine innere

Stelle des Intervalls [0 ; 4] auf der Wasserseite (links von der Maximumstelle 3).
e Hinreichende Bedingung fur dieinnere Selle2 (1,0P)

g" hat an der Stelle 2 einen Vorzeichenwechsel von + nach —. Daher handelt es sich

um eine lokale Maximumstelle der Ableitung (Steigung) g’ .

Fur den zugehorigen Steigungswert gilt dabei: g'(2) =2= —%- 2°(2-3) = % =0,32
¢ Randbetrachtungen (15P)
— Wasserseite: Fir die Randstelle x = 0 gilt g'(0)=0.
Die maximale Steigung auf der Wasserseite wird an der Stelle 2
angenommen und betragt daher 0,32.

— Landseite:  Die Steigungswerte sind negativ. Der maximale Betrag wird an der
Randstelle 4 angenommen und betragt

' 2
g@|=1-%-4 (4-3)|=|-32|=128.
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2.3 Flacheninhalte des Deichquer schnitts 4,0 Punkte

¢ Flacheninhalt des Deichquerschnitts (3,0 P)

4 4 4
)= | [ g(x)dx =‘ j(—i(x‘*—zlxg)jdx = 2 [ (x - 4x) o
0 0 50 S0 0
4
T P N - P R Py
=5 {5x XL 50‘ = 256‘ o5 |-5121=1024

Der Flacheninhalt des Deichquerschnitts betrégt 1,024 - 100 m? = 102,4 m?.

¢ Inhalt der Dreiecksflache zum Vergleich (1,0P)
Esgilt: #(Av) = % - Grundseite - Hohe = - 4- 0,54 = 1,08

Der Flacheninhalt des dreieckigen Profils betragt 1,08 - 100 m? = 108 m?.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Die glaserne Vorhalle leines Museums- X3
pavillons hat die Form eines Quaders mit '
abgeschragter Ecke (vgl. Abbildung 2).

Im dem angegebenen Koordinatensystem
liegt der Boden der Vorhalle in der x;-xo-
K oordinatenebene, der Eckpunkt A befin-
det sich im Koordinatenursprung.

Die anderen Eckpunkte der Grundflache
sind:
B(6/0]0), C(6]/10|0) und D(0|10]0). X

Abbildung 2

Die durch das Abschrégen entstandene dreieckige Seitenflache hat die Eckpunkte:
E(6|4|8), F(6]10|5) und G(3|10]8).
Die Langeneinheit betragt 1 m.

1. DieDachflacheder Vorhalle, in der die Punkte A", B' und D' liegen, hat eine Hohevon 8 m
Uber dem Boden. Geben Sie die Koordinaten der Eckpunkte A', B', C' und D' des Quaders
ohne abgeschragte Ecke an.

2.  Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene €, in der das Dreieck EFG liegt, in Parameter-
und Koordinatenform.

(Zur Kontrolle und weiteren Verwendung e: 2x; + Xz + 2X3 = 32)

3. ImPunkt S5|8|7) des Dreiecks EFG wird ein Laser installiert, dessen Lichtstrahl senk-
recht zur Dreiecksflache verlduft und auf die Seitenflache ADD'A' der Vorhalle fallt.

3.1 Bestimmen Sie die Koordinaten des Auftreffpunktes P.

32 E| n Te|| deS |m Punkt P(O | 5,5 | 2) al]ftrerfen' Einfallender Lichtstrahl
den Laserlichts wird reflektiert; er trifft auf
den Boden der Halleim Punkt P'(2]4,5]0).

Der einfallende Lichtstrahl und der reflektier-
te Lichtstrahl liegen mit der Senkrechten in P
zur reflektierenden Seitenfléache in einer Ebe- punkt p | -
ne (vgl. Abbildung 3).

Zeigen Sie rechnerisch, dass die Winkelmalie
der Winkel, die die beiden Lichtstrahlen mit
dieser Senkrechten bilden, gleich grof3 sind
und berechnen Sie das Winkelmali.

Senkrechte

Reflektierter Lichtstrahl

Abbildung 3 (nicht maRstabsgerecht)

3.3 Um die Beluftungsanlage der Vorhalle zu planen, wird das Volumen der Halle bendtigt.
Berechnen Sie das Volumen in m°,
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Losungen

Gegeben sind: B(6|0|0), C(6/10]0), D(0|10]0) E(6]48), F(6|10|5) und G(3|10]8).

1 Koordinaten der Eckpunkte 1,0 Punkte
Abgelesene Punkte: A'(0]0]8),B'(6]|8]0),C(6]10|8) undD'(0| 10| 8)

2. Par ameter - und K oor dinatengleichung der Ebenemit dem Dreieck EFG 4,0 Punkte
e Parametergleichung (1,5P)

3 6 -3 -1
— Richtungsvektoren: EG =|10|-|4|=| 6| ; wahled =| 2
8 8 0 0
6 6 0 0
EF =|10|-|4|=| 6| ; wahlev =| 2
5 8 -3 -1
6 -1 0
— Parametergleichung: € x =d+A-U+u-V=|4|+4-| 2|+u-| 2
8 0 -1
¢ Koordinatengleichung (2,5P)
-1 0 -2 2
— Normalenvektor: G xV =| 2|x| 2|=|-1| ; wahlen=|1
0 -1 -2 2
— Normalengleichungen:
6
= Punktnormalengleichung: e |1||x-|4||=0
8
2
= Allgemeine Normalengleichung: e |1 |- x -32=0
2
= Koordinatengleichung: € 2 + X3+ 2X3=32
3.1 Koordinaten des Auftreffpunkts 3,0 Punkte
o Gerade g, auf der sich das Licht ausbreitet (1,0P)
5 2 2
g: Xx=8+A-n=(8|+4-|1| mta=|1
7 2 2

e Schnitt mit der Ebene, in der die Seitenflache ADD’ A’ liegt (1,5P)
Die genannte Ebene ist die xo-xs-Ebene mit der Koordinatengleichung x; = 0.
Schnittmitg: =0 < 5+21=0 < A=-25 (nur 1. Komponente betrachten)
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e Berechnung des Schnittpunkts (0,5 P)
Einsetzen der berechneten Werts fir A in die Gleichung von g ergibt den Ortsvektor:
5 2 0
p=[8|/-25-{1|=|55
7 2 2
Der gesuchte Punkt ist P(0 | 5,5 2).
3.2 Einfalls- und Reflexionswinkel 3,0 Punkte

o Geradeq’, auf der sich das reflektierte Licht ausbreitet (1,0P)
Die Gerade g’ besitzt den Richtungsvektor

2 0 2
ljl PPlzp!_r): 4,5 — 5,5 = —1 .
0 2 -2

(Dieser Vektor kann auch direkt angegeben werden, wenn man berticksichtigt, dass
sich bei der der Spiegelung die Vorzeichen der x,- und die xs-Komponenten von U
andern.)
e Schnittwinkel (2,0P)
Die gesuchten Winkel ergeben sich als Schnittwinkel der Vektoren G und G" mit der
Senkrechtenin P.

Die Richtung der Senkrechten kann beschrieben werden durch den Vektor & =
(Richtung der positiven x;-Achse)

o o+

— Einfalswinkel: Winkel zwischen G und §

2\ (1
1|0
cos(@) = 0& _ NI\ 24040 2 i e ag e,
al-lel |(2)]||(1)|| o-vi 3
1110
2]l o

— Reflexionswinkel: Winkel zwischen U' und &

2\ (1
“1]-|o
cos(f) =& _ ) \9)] _2+0+0_2 . damit folgt f~ 48,2°.
el | 2)|[(1)]] Vo-v1 3
“1[/||o
2| llo
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3.3 Volumen der Halle
¢ Volumen des Quaders (1,0P)
Vg = Grundseite - Grundseite - Hohe
= 6-10-8=480 (inm’)

¢ VVolumen der herausgeschnittenen dreieckigen Pyramide (2,0 P)

Der Punkt C' wurdein 1. bestimmt zu C' (6 | 10 | 8)

4,0 Punkte

Ve =1 -|(EG x EF)- EC' |
-3 0 0
_1
=% 6|x| 6 6
0 -3 0
1 0 0
:%9 -2 | x 211-|6
0 -1 0
2)(0
:%. 1.6 (Vektorprodukt schon in 2 berechnet.)
2)\0
_3
=3 16|
=9 (inm’

¢ Volumen der Halle (1,0P)
Vi =Vo-Vp=480m> -9 m®=471m’
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1 An der FuRball-Europameisterschaft in Frankreich (EM 2016) nehmen erstmals 24 Mann-
schaften teil; jeweils 4 Mannschaften spielen in der Vorrunde in einer von 6 Gruppen. In-
nerhalb einer Gruppe spielt genau einmal ,,jeder gegen jeden”.

Begriinden Sie, dassin der Vorrunde insgesamt 36 Spiele ausgetragen werden.

2. Die deutsche Mannschaft hat in den letzten Jahren bel grof3en Turnieren im Schnitt 80 %
ihrer Vorrundenspiele gewonnen. Es soll angenommen werden, dass sie auch bei der be-
vorstehenden EM in gleicher Weise erfolgreich ist.

Bestimmen Sie unter der Annahme der Unabhangigkeit der Spielausgange die Wahrschein-
lichkeit, dass die deutsche Mannschaft

2.1 daserste Vorrundenspiel gewinnt.
2.2 aledre Vorrundenspiele gewinnt.
2.3 mindestens eins der Vorrundenspiele gewinnt.

Seit der Einfuhrung der Gruppenphase im Jahr 1980 haben sich Mannschaften mit zwei
Siegen in der Vorrunde fur die ndchste Runde qualifiziert.

24  Ist zu erwarten, dass die deutsche Mannschaft die Gruppenphase Ubersteht?
Begrunden Sie lhre Antwort im Rahmen einer Rechnung.

2.5 Diedeutsche Mannschaft verliert ihr erstes VVorrundenspiel.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sie die néchste Runde erreicht.

3. In elnem Zeitungsartikel zur EM 2016 war zu lesen:

»FUr die bevorstehende Ful3balleuropameisterschaft in Frankreich 2016 wurden 2,5 Millionen
Eintrittskarten vergeben. In einer ersten Verkaufsphase im Sommer 2015 wurden 1 Million
Tickets angeboten, die unter den rund 11 Millionen Interessenten verlost wurden. In der zwei-
ten Verkaufsphase direkt nach der Auslosung der Gruppenphase wurden weitere 800 000 Kar-
ten fir die EM-Besucher der teilnehmenden Mannschaften Uber die Nationalverbande verge-
ben. Die Preisspanne fiur die Tickets reicht von 25 Euro fur ein Vorrundenspiel bis zu fast
1000 Euro fur einen der besten Pléatze beim Endspiel. Die restlichen 700 000 Tickets wurden
kostenlos auf Sponsoren, Funktionére, Pressevertreter und Prominente verteilt.

Rund 70 % der verkauften Karten wurden von Ma&nnern erworben. Insgesamt rechnen die
Veranstalter mit einem Antell von 25 % weiblicher EM-Besucher bei den Spielen.”

Hinweis. Der Begriff ,,EM-Besucher" umfasst beide Geschlechter.

3.1 Inderfolgenden Vierfeldertafel soll die Aufteilung der 2,5 Millionen Eintrittskarten erfasst
werden. Tragen Sie die Werte ein. (Angaben in Millionen)

Verkauf (V) Kein Verkauf (V)

Mannlich (M)
Weiblich (W)

2,50

3.2 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

A: ,Ein zuféllig ausgewahlter EM-Besucher ist méannlich und hat seine Karte nicht
kauflich erworben.”
B: , Ein zufdllig ausgewahlter EM-Besucher ist méannlich oder hat seine Karte nicht
kauflich erworben.”
3.3 Einzufdlig ausgewéhlter EM-Besucher hat seine Karte nicht k&uflich erworben. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass dieser weiblich ist.
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Losungen

1 Anzahl der Gruppenspiele 1,0 Punkte

4
In jeder Gruppe finden [2) = 6 Spiele, in den 6 Gruppen demnach 36 Spiele.

21 Gewinn desersten Vorrundenspiels 0,5 Punkte
Die Wahrscheinlichkeit fir dieses eine Spiel betragt wie angegeben 80%.

2.2 Gewinn aller drel Vorrundenspiele 1,5 Punkte

Unter der Annahme, dass sich die Wahrscheinlichkeit fir den Sieg in einem Vorrunden-
spiel nicht andert, kann man von einer Bernoulli-K ette ausgehen:

Kettenlange: n=3

Treffer T: ,,Gewinn eines Vorrundenspiels* mit p=0,8

Damit ergibt sich:

3
P(T=3)= (3} .0,8%.0,2°=51,2%

2.3  Gewinn mindestens einesder Vorrundenspiele 2,0 Punkte
Es empfiehlt sich der Ubergang zum Gegenereignis:

3
PT>1)=1-P(T=0)=1- (O) .0,8°-0,2°=99,2%

24  Erwartungswert 2,0 Punkte
Die Trefferzahl kann auch a's eine binomialverteilte Zufallsgréf3e interpretiert werden.
Gesucht ist deren Erwartungswert der u:

u=n-p=3-08=24
Damit gewinnt die deutsche Mannschaft im Durchschnitt 2,4 Spiele, was nach den er-
wahnten Erfahrungen fir das Weiterkommen reicht.

2.5 Weiterkommen nach dem Verlust des ersten Spiels 1,5 Punkte

Betrachtet werden nur noch das zweite und das dritte Spiel betrachtet.
Kettenlénge: n=2
Treffer: Gewinn eines Vorrundenspiels mit p=0,8

Damit ergibt sich:

2
P(T=2)= [zj .0,8%-0,2°=0,64 = 64%

Wegen der angenommenen Unabhangigkeit der Ereignisse spielt der Ausgang des ers-
ten Spiels keine Rolle.

3.1 Eintragen der Werte aus dem Zeitungsartikel 2,0 Punkte
V v
M 1,26 0,615 1,875
W 0,54 0,085 0,625
1,8 0,7 2,5
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3.2 Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A und B 3,0 Punkte
Zu berechnen sind die Wahrscheinlichkeiten zweier UND-Ereignisse:

e A=MNV
0,615

P(A)=P(M AN V)= e = 24,6%

e BEMUV
PB)=PMuUV)=1-PMUW) =1- 22 = 10216 =0,784=784%

Alternative: P(B)=P(M UV )=PMNV)+PM N V)+PV nW)
1,26 + 0,615 + 0,085

25 25 25
_ 1% 0615 0,54
a 25 25 25
= 0,784=784%

(Einem ODER-Ereignis entsprechen 3 Felder in der Vierfeldertafel.)

3.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit 1,5 Punkte
Zu berechnen ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit:
Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit gesucht ist: W (weiblich)
Bedingung: V (Karte nicht kauflich erworben)
Damit ergibt sich:
PW NV WV 0,085
RW) = (\g(v) = V] =%

~ 12,1%
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Aufgabe 1
1. Gegebenist die Funktion f : Dya — R mit f(x) = X281<4 .
1.1 Geben Siedie maximale Definitionsmenge Dmax der Funktion f an.
Begriinden Sie, dass die Funktion f keine Definitionsl ticken hat.

1.2  Untersuchen Sief auf Nullstellen und einfache Symmetrie.

1.3 Geben Sie mit Begrindung die Gleichung der Asymptote der Funktion f an.

14 Bestimmen Sie die Gleichung der ersten Ableitung von f .

: , : -8-(x* —4)
Zur Kontrolle und weiteren Verwendung: f'(x)= i
2
Zur weiteren Verwendung (ohne Nachweisl): f"(x) = 16)(()'(§X—+4_)32) .

1.5 Untersuchen Sierechnerisch den Graphen von f auf Extrempunkte (einschliellich ihrer Art).

1.6 Bestimmen Sie die Wendepunkte des Graphen der Funktion f.

1.7 Skizzieren Sie unter Berlicksichtigung der bisherigen Ergebnisse den Graphen von f.

2. Bei der Zucht von Hunderassen ist die Veranderung des Gewichts der Welpen ein wich-
tiger Indikator fur deren korperliche Entwicklung. Als Orientierung dienen Werte der
Gewichtszunahme, die in Abhéngigkeit vom Alter der Welpen in Tabellen zusammen-
gefasst sind. Hunde einer bestimmten Rasse sind nach 12 Monaten ausgewachsen. In
der nachstehenden Tabelle sind die Werte der Gewichtszunahme in Abhéngigkeit vom
Alter (jewells das Ende eines L ebensmonats) angegeben.

L ebensmonat 1 3 5 7 9 11
Gewichtszunahme
(in kg/Monat) 1,40 | 2,80 | 290 | 200 | 0,90 | 0,10
Die Entwicklung der Gewichtszunahme in Abhangigkeit von der Zeit in Monaten nach
der Geburt soll mit Hilfe der Funktion
g: [0;12] > R mit g(X) = 2—';’6 - (0C — 24x2+144x)
modelliert werden.

2.1 Berechnen Sie den Wert der Funktion g an der Stelle 5 (also am Ende des 5. Lebens-
monats) und vergleichen Sie diesen mit dem entsprechenden Tabellenwert.

Berechnen Sie die Werte der Funktion g an den Stellen 0 und 12; deuten Sie die Ergeb-
nisse im Sachzusammenhang.

2.2 Faktorisieren Sie den Funktionsterm der Funktion g vollstéandig und skizzieren Sie den
Graphen von g unter Berticksichtigung der Nullstellen.

2.3 Bestimmen Sie den Zeitpunkt der maximalen Gewichtszunahme und berechnen Sie de-
ren Wert.

24 Peters Welpe hat ein Geburtsgewicht von 0,50 kg. Mit Hilfe der Funktion g will er das

voraussichtliche Gewicht des ausgewachsenen Hundes ermitteln.
Bestimmen Sie diesen Wert unter Angabe von Zwischenschritten.
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Losungen

1 Untersuchung einer gebrochenrationalen Funktion f

Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung f (X) = 8x

X2+4
1.1 Dpax und Definitionsliicke 1,5 Punkte

¢ Maximale Definitionsmenge
Der Nennerterm kann nicht null werden: x¥*+4=0 < x*=-4 (unerfilllbar).
Daher gilt Dmax = R .

¢ Definitionsl licke
Es gibt keine Definitiongl ticke.

1.2 Nullstellen und Symmetrie 2,5 Punkte

e Nullstellen (0,5P)

Nullstelle: f(x) =0 < 8x=0 < x=0 (einfach, mit VZw.)

(Zur Nullstellenbestimmung gentigt es, den Zahlerterm zu betrachten.)
e Symmetrie (2,0P)

Dmax = R ist symmetrisch zum Ursprung und es gilt fir allex e R :

8- (-x) 8x
f(-x)= =— =—f :
%) (-x)2+4 X2 +4 ()

Der Graph von f ist somit symmetrisch zum Ursprung.

1.3 Asymptote 1,0 Punkte
Daessich um eine echt gebrochenrational e Funktion handelt, ist die x-Achse Asymptote.

14 Abletung 2,0 Punkte
Mit der Quotientenregel erhdlt man:
8-(x*+4)-8x-2x 8x*+32-16x> —8x*+32

f'(x) = =
(9 (x+ 22 (x+ 4)2 (x+ 42
__ g X4 _ g (x=2(x+2)
(x+4)? (x+4)?
1.5 Untersuchung auf Extrempunkte 3,5 Punkte

¢ Notwendige Bedingung (1,5P)
f'(x) =0 (Xx—=2)- (Xx+2)=0 (Nur der Z&hlerterm kann null werden.)
S X=2 v Xx=-2
¢ Hinreichende Bedingung (1,0 P)

2
Mit der angegebenen zweiten Ableitung f"(x) = 16)(()-(gx—+;)?:’L2) ergibt sich:
f(-2)=10:0C24=12) _256 5. 45 Minimumstelle
(4+4) 512
f"(+2) = 16-(+2)-(4-12) _ 256 _ -0,5<0 , aso Maximumstelle

(4+4)° 512
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¢ Angabe der Extrempunkte (1,0P)
Durch Einsetzen in den Funktionsterm ergeben sich die Funktionswerte:
f(2)==20_ 2 und f(+2)=-18 -2
4+4 4+4
Extrempunkte: Hochpunkt H(2 | 2)
Tiefpunkt T(-2]|-2)
1.6  Untersuchung auf Wendpunkte 3,5 Punkte
3} . S ey 16X (X2 —12)
Gemal3 der Angabeim Text gilt: f"(x) = T oer A
¢ Notwendige Bedingung (1,5P)
f"(X) =0« 16x- (}*~12) =0 (Nur der Zahlerterm kann null werden.)
o x=0v ¥=12
o x=0 v x=-+12 v x=+12 (aleeinfach, mit VZW.)
¢ Hinreichende Bedingung (1,0 P)
Da es sich um Nullstellen von " mit Vorzeichenwechsal handelt, liegen Wende-
stellen vor.
e Angabe der Wendepunkte (1,0 P)
Esgilt: f(v/12) 2@21'\/& =1.2./3=43 und
12+4 2 2
f(—/12) = —/3 (Symmetrie) und
f(0)=0
Wendpunkte: Wi(-v12 |-v/3) ; W(0]0) ; Ws(v12 | v/3)
1.7 Graph der Funktion 2,5 Punkte
y
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2.1

2.2

2.3

Betrachtung einer ganzrationalen Funktion g

Betrachtet wird die Funktion g mit g(x) = 256 - (0 — 24x2+144x) Uber [0 12] .

Berechnung und Deutung von Funktionswerten 2,5 Punkte
e Funktionswert an der Selle5 (1,0P)

Esgiltg(5)— 5 (125-24-25+ 144-5) ~ 2,87 (gerundet auf 2. Stelle)

Der Wert weicht absolut um 0,03 oder prozentual um 0,03 : 2,90 ~ 1% vom Tabel-
lenwert ab.

e Funktionswerte an den Selle 0 und 12 (1,5P)
Esgilt g(0) = 0 und g(12) = 256 ((12°-24-12°+ 144-12) = 0.

Die Modellfunktion gibt richtig wieder, dass die Gewichtszunahme zum Zeitpunkt
der Geburt und 12 Monate spéter jeweils null ist.

Faktorisierung und Skizze des Graphen 3,0 Punkte

e Faktorisierung (1,5P)
g(x) = 52 x- (¢ — 24x +144) = o X (X~ 12)?

rd

e XKizzedesGraphen (15pP) Y/

M aximale Gewichtszunahme 4,0 Punkte

° ErsteAbIeitung (LOP)
g'(¥) = 3 - (3¢ —48x +144) = - (¢ —16x +48) = c(x—=4) - (x-12)

¢ Notwendige Bedingung (0,5P)
g'(X) =0 < x=4 v x=12

¢ Hinreichende Bedingung (1,5 P)
Vorzeichentabelle fur g'(x):

x| o 4 12

gm| + 0 - 0 + Testwert: g'(0) = o -144> 0
mit mit
VzW VzW
HP TP
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e Funktionswert an der Maximumstelle (0,5 P)
i =_3 . . — 2 —
Esqiltg(4) = 25 4.(4-12°=3
e Extremwertentscheidung (0,5 P)
Fir die Randstellen gilt g(0) = g(12) = 0. Die Stelle 3 ist somit die absolute Maxi-
mumstelle.
Die Gewichtszunahme ist 4 Monate nach der Geburt am groften. Der Maximalwert be-
tragt 3kg pro Monat.
24 Gewichtin kgim Alter von 12 M onaten 4,0 Punkte

Die Modellfunktion g beschreibt die Gewichtsénderung (hier Zunahme) pro Monat. Dem
Gewicht nach einer bestimmten entspricht anschaulich die Flache unter dem Graphen
der Modellfunktion.

Im vorliegenden Fall ist zusétzlich noch das Geburtsgewicht von 0,5 kg zu berticksich-
tigen.

12 12
G=05+ jg(x) dx| = 0,5+ j%-(ﬁ — 24x2 +144x) dx
0 0
s |[1 - 3
— 4 3 2 —
=05+ 2 [Zx —8x% + 72X L =05+ o - (5184 — 13824 + 10368)
=05+ 20,25
= 20,75

Das voraussichtliche Gewicht nach 12 Monaten betragt 20,75 kg.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Gegeben sind die Punkte A(4 | 0| 4), B(0]2]4),C(-4|0|4) und D(0O | -2 | 4) in einem karte-
sischen Koordinatensystem.

1. Waisen Sierechnerisch nach, dass das Viereck ABCD eine Raute ist.

2. Bestétigen Sie rechnerisch die fir Rauten charakteristische Eigenschaft der Orthogonalitét
der Diagonalen und berechnen Sie die Koordinaten des Diagonal enschnittpunktes.

3. DieRaute soll nun die Grundfléche einer Pyramide sein, deren Spitze Sim Ursprung des
Koordinatensystems liegt.

X4 .
-
4
L
D B
/
— K M /f /
A . {f /
lll|'
I/

X4
3.1 Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden, auf der die Seitenkante AS liegt, sowie eine
Gleichung der Geraden, auf der die Seitenkante BSliegt.
Berechnen Sie den Schnittwinkel dieser beiden Geraden.

3.2 Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene e, in der die Seitenflache AB liegt, in Parame-
ter- und Koordinatenform.

(Zur Kontrolle und weiteren Verwendung: e: x; + 2x; — X3 = 0)

3.3 Berechnen Sie den Inhalt der Seitenflache ASB.

3.4 Der Punkt M(0 | 0| 2) ist der Mittelpunkt einer Kugel, die die vier Seitenflachen der Py-
ramide beriihrt. Berechnen Sie deren Radius.

Begriinden Sie, dass die Grundflache der Pyramide von dieser Kugel nicht berthrt wird.
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Losungen

1 Nachweis der Raute 2,0 Punkte
Fir die Seitenvektoren gilt:
0 4 -4 -4 0 -4
AB=|2|-|0|=| 2| ; DC=| 0|-|-2|=| 2| ; dso AB = DC
4 4 0 4 4 0
0 4 -4 -4 0 -4
AD=|-2|-|0|=|-2| ; BC=| 0|-|2|=|-2]| ; aso AD = BC
4 4 0 4 4 0
Aus jeder dieser Ubereinstimmungen folgt schon, dass das Viereck ABCD ein Paralle-
logramm ist.

Wegen ‘ﬁ?)‘ = ‘E‘ = /20 besitzen alle Seiten die gleiche Lange.

Damit liegt eine Raute vor.

2. Orthogonalitat der Diagonalen und Diagonalenschnittpunkt 3,0 Punkte
e Orthogonalitat der Diagonalenvektoren (2,0 P)
-4 4 -8 0 0 0
Esgilt: AC=| O|-|0|=| Ol und BD=|-2|-|2|=|-4
4] \4 0 4] \4 0
-8 0
Wegen AC - BD =| O|.|—4|=0gilt AC L BD.
0 0

¢ Diagonalenschnittpunkt (1,0 P)
Der Diagonalenschnittpunkt E entspricht dem Mittelpunkt z.B. von AC (oder BD):

4\ (-4 0 0
é:%.(§+(‘;’)=%. O|+] O :%- 0|=|0], aAsoE(0]|0]4):
4 4 8 4

3. Beterachtung der Pyramide mit der Raute als Grundflache

3.1 Geradengleichung und Schnittwinkel 2,5 Punkte

e GeradedurchAund S (05P)

0 4) (0 4

Oas: X=85+4-AS=|0[+2.||0|-|0||=4-|0

0 4) \0 4
e GeradedurchBund S (0,5P)

0 0) (O 0

Oss: X=8+A4-BS=|0|+yu-|[2|-|0|l=p-|2

0 4) (0 4
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e Schnittwinkel (1,5P)
4\ (0
02
4)\4
cos(a) = - [0+0+16| __ 16 o635
0)|| V16+0+16-40+4+16 +/32-4/20
Ofl-[l| 2
4 4
Damit ergibt sich der Schnittwinkel o~ 50,77°.
3.2 Gleichungen der Ebenee, in der die Seitenflache ASB liegt 3,5 Punkte
e Parametergleichung der Ebenedurch S Aund B (1,5P)
0
— Stiitzvektor: §=10
0
4 1
— Richtungsvektoren: SA=|0| ; wahled =|0
4 1
0 0
B =|2|;:wihlev=|1
4 2
0 1 0
— Parametergleichung: & x =8 +A4-G+u-Vv=|0[+4-[0+4-|1
0 1 2
¢ Koordinatengleichung (2,0P)
1 0 -1 1
— Normalenvektor: G xV =|0|x|1|=|-2|:wilen=| 2
1 2 1 -1
— Normalengleichungen:
1 0
= Punktnormalengleichung: e | 2||x-|0||=0
-1 0

= Allgemeine Normalengleichung: e | 2|-x =0

= Koordinatengleichung: e X1+ 2x—-x3=0
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3.3 Inhalteder Seitenflache ASB 1,0 Punkte
Far den FI acheninhalt der Seitenflache ASB qilt:
A =3 -|AxB|=5-1(4-0)x(2-V)|=5-8- |Gx7|
1
=4.|| 2||=4-V1+4+1 =46 ~9,80 (Flacheneinheiten)
2 |-
34 Mittelpunkt einer Kugel 3,0 Punkte

Der Radius der Kugel entspricht dem Abstand des Punkte M von der Seitenflache ASB.
Mithilfe der Abstandformel Punkt M — Ebene e ergibt sich:

dM ;e =|ne - MA|— In- MA]
1
Dabei gilt: n=| 2| mit |n|=V2+22+12=46.
-1
4) (0 (4
m:é_m: 0|-(0|=1]0
4] (2] (2
1) (4
Damit ergibt sich: dM;e) =1 || 2|0 %|2| ~0,82 (Langeneinheiten) .
/6
-1/ (2

Der Abstand des Punkts M vom Diagonal enschnittspunkt der Grundfl&che betrégt 2 LE
und ist damit gréfer als der Radius der Kugel.
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WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Aufgabe 3

Der Abiturjahrgang des Laplace-Gymnasiums mdéchte gerne seine Abiturkasse aufstocken. Zu
diesem Zweck werden verschiedene Spiele fur das Sommerfest vorbereitet, deren Erlése dem
Abiturjahrgang zugutekommen sollen.

1

11

1.2

13

14
15

Zur besseren Planung wird die Schulleitung um
Informationen Uber die zu erwartenden Besucher
gebeten.

Die Schulleitung gibt folgende Auskunft:
»Aufgrund der Erfahrungen der letzten Jahre rech- K

nen wir mit 1200 Personen, die das Schulfest be- F
suchen werden; davon sind 720 Erwachsene, die %4 /
Ubrigen Personen sind Kinder."

Der Anteil der Manner unter den Erwachsenen be-
tragt etwa 30 %.

Ubernehmen Sie das Baumdiagramm und beschriften Sie es vollstandig.
Es beschreibt, ausgehend von den vorliegenden Daten, das Zufall sexperiment:

»Auswahlen einer Person (Besucher bzw. Besucherin des Schulfestes) sowie Notieren,
ob es sich um eine erwachsene Person (E) oder ein Kind (K) handelt und ob die Person
mannlich (m) oder weiblich (w) ist."

Erlautern Sie die im Diagramm eingetragene Wahrscheinlichkeit von 0,45 im Sachzusam-
menhang.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewahlte Person ein mannli-
cher Erwachsener ist.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig ausgewahlte Person weiblich ist.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig ausgewahlte weibliche Person
eine Erwachseneist.

Der Abiturjahrgang bietet fir Schilerinnen und Schiiler unentgeltlich ein Brettspiel an.
Um eine der funf Spielfiguren auf das Spielfeld zu bekommen, muss mit einem L aplace-
Wiirfel eine Sechs geworfen werden, d.h. fir jede geworfene Sechs wird eine Spielfigur
auf das Spielfeld gestellt.

Man wurfelt nun genau dreimal hintereinander. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass man

a) genau eine Figur
b) mindestens eine Figur auf das Spielfeld

bekommt.
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3.2

Glucksrader

Fur Erwachsene wird ein Spiel mit einem ,, Glucksrad 1" angeboten. Der Einsatz betragt
pro Spiel 1,50 €; dabei wird das Glicksrad genau einmal gedreht. Nach jeder Drehung
zeigt der Pfeil auf eines der vier Felder.

Der Gewinnplan sieht folgende Auszah-
lungen vor:
= Zeigt der Pfeil auf eines der Felder 1, Gliicksrad 1 Feld1
2 oder 3, so wird Geld ausgezahlt, e L 307
= Zzeigt der Pfeil auf Feld 4, dann ist « 2
der Einsatz verloren. 4 _:::11 i [Ew
= 9€erhdt man fir Feld 1, |
3 €fir Feld 2, ) f ERammmmE
1 €fir Feld 3. Feld 4 III | T ..:':I
mit 180~ \ & : :__'_,e“i»__Fuld ]
M Sy mit 90°

a) Erstellen Siein Tabellenform die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie
X: Gewinnin € bel einem Spiel.
b) Kann der Abiturjahrgang durch das angebotene Spiel mit dem Glicksrad 1 mit Ein-
nahmen rechnen? Beantworten Sie die Frage im Rahmen geeigneter Rechnungen.

Das, Glicksrad 2“ ist in funf Felder aufgeteilt und hat bei einem Spieleinsatz von 1,50 €
folgende Verteilung der Auszahlungen fir die Teilnehmer mit einem noch festzulegenden
Auszahlungsbetrag x:

Auszahlung in € 0 1,50 2,00 2,50 X

Wahrscheinlichkeit | 0,50 0,20 0,15 0,10 0,05

Der Abiturjahrgang méchte mit diesem Glicksrad Geld einspielen, im Mittel will er lang-
fristig 35 Cent pro Spiel erldsen. Bestimmen Sie den Auszahlungsbetrag x.
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11

1.2

13

14

15

Losungen

Vollstandiges Baumdiagramm 2,0 Punkte
Bedeutung der Abkurzungen:
K: Kind
E: Erwachsener
m: méannlich
w: weiblich
Erlauterung der eingetragenen Wahr scheinlichkeit 1,0 Punkte

Bei der eingetragenen Zahl handelt es sich um eine bedingte Wahrscheinlichkeit.
Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die ausgewahlte Person mannlich ist unter der
Bedingung, dass es sich dabei um ein Kind handelt.

Berechnung einer UND-Wahr scheinlichkeit 1,0 Punkte
Aus dem Baumdiagramm ergibt sich (1. Pfadregel):
P(E~m)=0,6-03=0,18=18%

Berechnung einer zusammengesetzten Wahr scheinlichkeit 1,5 Punkte
Aus dem Baumdiagramm ergibt sich (2. Pfadregel):
P(w)=0,4-055+0,6-0,7=0,64=64%

Berechnung einer bedingten Wahr scheinlichkeit 1,5 Punkte
Zu berechnen ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit:
Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit gesucht ist: E (Erwachsener)
Bedingung: w (weiblich)
Mithilfe des Baumdiagramm ergibt sich:
P(Enw, .
P (E) = (P(W) ) _ 0,36(31,7

~ 0,656 = 65,6%

Brettspiel 2,5 Punkte

Man kann von einer Bernoulli-K ette ausgehen:
Kettenlange: n=3
Treffer T: ,,Eine Sechsfalt. mitp=

Zu berechnen sind:

a P(T=1)= @ (2)'(2)°~ 0,347 = 34,7%

ol

b) P(T>1)=1-P(T=0)=1- ((:j -(%)0. (%)3z0,421:42’1%
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3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Erwartungswert 3,5 Punkte
a) Wahrscheinlichkeitsverteilung (2,0 P)
Man erhdlt die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung, bel der fir die Angabe des
Gewinns der Einsatz von 1,50 € berticksichtigt ist.
Die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich als Anteile der entsprechenden Winkelwerte
am Vollwinkel 360°:
X =Gewinnin € 7,50 1,50 -0,50 -1,50
30 60 90 180
. : 360 360 360 360
Wahrscheinlichkeit B 1 B 1 B 1 B 1
12| 6 | & | "2
b) Erwartungswert (1,5P)
Esgilt: E(X)=7,50- -5 +1,50- £ +(-050) - & +(-1,50)- 2 =0
Langfristig kann der Abiturjahrgang nicht mit Einnahmen rechnen.
3.2 Waeterkommen nach Verlust desersten Spiels 2,0 Punkte

Beriicksichtigt den Einsatz von 2€, so ergibt sich as Erwartungswert des Gewinns:

E(X) = (-1,50) - 0,5+ 0- 0,20+ 0,50 - 0,15+ 1 - 0,10 + (X — 1,50) - 0,05

=0,05-x-0,65

Bedingung: E(X) =-0,35 < 0,05-x-0,65=-0,35 < 0,05-x=0,3 < x=6

Der Auszahlungsbetrag x betragt somit 6 Euro.
Alternative: Als Erwartungswert fir den Auszahlungsbetrag Y ergibt sich:

E(Y)=0-05+15-020+2-0,15+25-0,10+ x- 0,05

=0,05-x+0,85

Die Bedingung lautet in diesem Fall:

E(Y) =115 < 0,05-x+0,85=115 < 0,05-x=0,3 < x=6
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Aufgabe 1
ANALYSIS

12
13

14
15
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1.7
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2.1
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2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

Gegeben ist die Funktion f: Dpex > IR X > 5-(1-X) - e X .

Geben Sie fur die Funktion f die maximale Definitionsmenge sowie den y-Achsenab-
schnitt an.

Bestimmen Sie die Nullstelle der Funktion f und geben Sieihre Vielfachheit an.

Geben Sie mit Begrindung die Grenzwerte lim f(x) und lim f(x) an.

Untersuchen Sie die Funktion f auf Symmetrie zur y-Achse bzw. zum Ursprung.

Zeigen Sie, dass fir die Ableitung der Funktion f gilt: f'(x) =5-(x—2) - e *.
Untersuchen Sie die Funktion f auf Extrempunkte. Geben Sie die Monotonieintervalle an.
Zeichnen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse den Graphen von f.

Jemand behauptet:
»Der Mittelwert von f' Uber dem Intervall [1; 2] ist kleiner als—1."
Prifen Sie durch eine Rechnung, ob diese Aussage zutrifft.

Fur jedes ke IR ist eine Funktion f, : x> k*x®—6kx* +9x mit xe IR gegeben. Der
Graphvon f, wird mit Gy bezeichnet.

Geben Siedas Verhadtenvon f, fir x— —o und X — +oo an.

Berechnen Sie die Nullstellenvon f, .

Begriinden Sie, dass Gk weder zum Koordinatenursprung noch zur y-Achse symmetrisch
ist.

Weisen Sie nach, dass f,(X) =3-(kx—1)-(kx—3) eine Gleichung der ersten Ableitungs-
funktionvon f, ist.

Berechnen Sie denjenigen Wert von k, fir den sich die x-Koordinaten der beiden Extrem-
punkte von G, um 6 unterscheiden.

Fiir jeden Wert von k wird die Tangente an G im Wendepunkt (Z]Z) betrachtet. Zeigen
Sie, dass die Tangenten fur unterschiedliche Werte von k parallel zueinander sind.

Abbildung 1 zeigt fir einen bestimmten Wert A‘y’
von k den Graphen von f, sowie den Graphen 16 11
einer in IR definierten Funktion h mit ¢ / I
h(x) = f,(x)+d mit delR\{0} . Hp HHAN N |
Ordnen Sie die beiden Funktionen jeweilseinem  Hp { I/ "
der beiden Graphen | und 11 zu. (e LY \ 1
Begriinden Sie Ihre Zuordnung und bestimmen - ’ \ / ,’
Siedie Werte von k und d. e ’I N
-
Fur alle xe IR gilt f,(x)=3-f,(2x). / /
-2
Beschreiben Sie, wie der Graph von f, aus dem 5
Graphen von f, hervorgeht. 0 Iz f ? ? 1.n Abb. 1
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2.9

3.1
3.2

3.3

34

3.5

Abbildung 2 zeigt den Graphen G, von f;. _1L ¥
Betrachtet werden die in IR definierten Funktio- [,
nen L und M mit 5
L(X) = j f,(t)dt und M(x)= j f,(t)dt . b
0 3 B
2.9.1 Begrunden Sie ohne Berechnung des In- - "
tegrals, dass der Punkt (O | 0) Tiefpunkt
des Graphen der Funktion L ist. - p
2.9.2 Geben Sie zwei besondere Eigenschaften [ R 1
des Graphen von L bei x =3 an. 0
Begriinden Sie jeweils Ihre Angabe. O 2 41889 Abb.2

2.9.3 Begrunden Sie, dass der Graph der Funktion M aus dem Graphen der Funktion L
durch eine Verschiebung in negative y-Richtung hervorgeht.

Betrachtet wird eine grof3e rotationssymmetrische Schale, die y
aus einem Steinblock gefertigt wurde. Ein Kubikmeter des | _|g
Steins hat eine Masse von 2700 kg. ~ :
In einem K oordinatensystem kann ein Querschnitt der Schale [ 1T T 77 1
mithilfe der Graphen der folgenden Funktionen modellhaft | [,] /
dargestellt werden: / /
pZXH\/&,OSXSG g:X—>+4x-8 , 2<x<6 . 2 | 4 6 X
Dabei beschreibt die x-Achse die Rotationsachse der Schale. ik AN
Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1dm. —-4 ‘x\ [
(vgl. Abbildung 3) ] =~
Interpretieren Sieden Term p(6) —q(6) im Sachzusammenhang.

In die aufrecht stehende Schale wird mit konstanter Zuflussrate Wasser gefuillt. Abb. 3

Entscheiden Sie, welcher der abgebildeten Graphen I, 11 und 111 die Fillhéhe in
Abhangigkeit von der Zeit beschreibt. Begriinden Sie Ihre Entscheidung.

| [l 4 Fillhohe [l & Fillhéhe

Fullhéhe

N LN LY

rd C4 7
[ Zeit I Zeit I Zeit

Weisen Sie nach, dass sich bei dem beschriebenen Flllvorgang der Flacheninhalt A der
Wasseroberflache (in dm?) in Abhangigkeit von der Filllhéhe h (in dm) mithilfe der Glei-
chung A(h) =47 h berechnen |sst.
2+h
Interpretieren Sie im Sachzusammenhang die Funktion s mit s(h) = = j (q(x))2 dx und
2
geben Sieden grofdten Definitionsbereich von san, der im Sachzusammenhang sinnvoll ist.

Berechnen Sie die Masse der Schale.
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Losungen
1. Funktion f
Gegeben ist die Funktionf: Dpex — IR; X > 5-(1-X) - e *.
1.1 Definitionsmenge und y-Achsenabschnitt 1,0 Punkte
o Maximale Definitionsmenge: Esqilt D, = IR.
e y-Achsenabschnitt: f(0) =5.
1.2 Nullstelle 2,0 Punkte
f(X)=0 © 1-x=0 & x=1 (Esgilt e*=0firallexelR)
Esliegt eine einfache Nullstelle vor.
1.3 Grenzwertverhalten 2,0 Punkte
e Xx—> -0 lim f(x) = lim (5 @1-X) - €*)=4w
X —> —©0 X=>=0 '« v
1 \
+00 +00
e X—>+oo. lim f(x) = lim (5 (1-X) - €*)=0 (Diee-Funktion dominiert.)
X— +o© X—>—0 "« " e —
\ s
-0 o
1.4 Einfache Symmetrie 1,0 Punkte
Es liegt keine einfache Symmetrie vor.
Mogliche Grinde: nur eine Nullstelle oder Grenzwertverhalten.
1.5 Ableitung 2,0 Punkte
f'(X)=-5-€ *+5.1-X)-€ *-(-1) =5-(-1-1+ X)-e
=5.(x-2)-¢*
1.6 Extrempunkte und Monotonieintervalle 4,0 Punkte

¢ Notwendige Bedingung (1,0 P)
f'(X)=0= X-2=0 < x=2 (mit VzZW)

¢ Hinreichende Bedingung (1,0 P)

Vorzeichentabelle fir f': x| o 2
f'(x) - 0 +

mit

VzW

TP

e Funktionswert und Extrempunkt (1,0 P)
f(2)= -5-€ 2 ~-0,68 T(2| -5-€2)

e Monotonieintervalle (1,0 P)
fist streng monoton fallend in]— o ; 2] .
fist streng monoton wachsend in [2 ; +oof
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1.7

18

21

2.2

2.3

Graph 2,5 Punkte
y
5
1_
1 1 1 1 T ‘
>
Mittelwert von f' Gber dem Intervall [1; 2] 2,5Punkte

2
— 1 '
m——lz_ll_[f(x)dx

2
1 (0], =[50-%)- e,
= 5(-1)-€2-0~-0,68

Die Behauptung trifft nicht zu.

Ganzrationale Funktionenschar QB

Betrachtet wird f, : x> k’x® - 6kx* + 9x mit ke IR".

Grenzwertverhalten 2,0 Punkte
Unter Beachtung von k? > 0 gilt:

o lim f,(x)=—o (= XIirpoo(xe’) =—w)

e lim f,(x)=+0 (= lim (x%®) =+w)

Nullstellenbestimmung 4,0 Punkte
i) =0 < k®x*-6k<*+9x=0 (Ansatz)
& X-(k*x* -6kx+9)=0 (Ausklammern)
& x-(kx=3)*=0 (2. binomische Formel)
< X=0v kx—-3=0
< x=0v x=23 (k= 0)
Symmetrie 2,0 Punkte

fy ist eine ganzrational e Funktion, deren Term Potenzen von x mit geraden und auch unge-
raden Exponenten enthélt.

Daher liegt keine der beiden genannten Symmetriearten vor.
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24

2.5

2.6

2.7

2.8

Ableitungsterm in der angegebenen Form 3,0 Punkte
f/(x) = 3k*x*-12kx+9
= 3-(K*°X° —4kx+3) (Ausklammern)
= 3:(kx—1)-(kx—3) (Zerlegungsregel)

Alternative: Angegebenen Term fur f,(X) ausmultiplizieren und mit dem abgeleiteten
Term vergleichen.

Vergleich der x-Koordinaten der Extremstellen 4,0 Punkte
f{(¥) =0 < 3-(kx-1)-(kx—3)=0

< kx=1=0 v kx-3=0

_1 _3
S X=p v oX= (k= 0)

(Es handelt sich um einfache Nullstellen und damit um Extremstellen. Dies wird aber bereits durch die
Aufgabenstellung vorgegeben.)

Bestimmung des Parameterwerts:

3 1 2_ _1
” k—6 = k—6 = k_3

Wendetangenten parallel zueinander 3,0 Punkte
Ansatz. Betrachtung der Ableitung an der Stelle E
steigung: f, (%) = 3-(k-2-1)-(k-2-3) =3- 1 (-1) =-3

Schluss: Der berechnete Steigungswert ist unabhangig von k.
Alle Tangenten haben dieselbe Steigung und sind daher parallel.

Zuordnung der Graphen und Bestimmung der Wertevon kund d 4,0 Punkte
Zuordnung: | gehort zu h, Il gehort zu fy  (1,0P)
Begrundung: Nur Graph Il verlauft durch den Koordinatenursprung. (1,0 P)
Bestimmung der Werte von d und k:

— zud: Dery-Achsenabschnitt des Graphen | liefertd=4. (1,0P)

— zuk: Fir z.B. dielinke Extremstelle folgt anhand der Abbildung

1 _ 1
E_S R k—g (40P

Entstehung des Graphen von f, aus dem Graphen von f; 2,0 Punkte
Gegebener Zusammenhang: f,(x) =2 f;(2x) firale xeIR.
Der Graph von f, entsteht aus dem Graphen von f;

— inx-Richtung: durch Streckung mit dem Faktor = . (1,0P)

1
2
— iny-Richtung: durch Streckung mit dem Faktor % . (1L0P)
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2.9 Betrachtung von Integralfunktionen
Gegebensind: L(x)=[f,(t)dt und M (x)=]f(t)dt .
0 3

2.9.1 Tiefpunkt des Graphen von L 3,0 Punkte
— Ableitung: L'(x) = f,(X) (Integralfunktionseigenschaft) (0,5 P)
— Notwendige Bedingung (1,0P)
Fir die Stelle O gilt: L'(0)=f,(0)=0 (vgl. Graph von f;)
— Hinreichende Bedingung (1,0P)

f, und damit auch L' hat bei 0 einen Vzw. von — nach +
(vgl. Graph von fy).

— Funktionswert (0,5P)
0

Esgilt: L(0)=[f,(t)dt=0.

0

Alternative: DieInformationen aus dem Graphen von f; lassen sich in eine V orzeichen-
tabellefur L' bzw. f; Ubertragen:

X | 0 3
L=f(¢) | - 0 + 0 +
mit ohne
VzW VzW
TP SP
2.9.2 Zwei Eigenschaften des Graphen von L an der Stelle 3 3,0 Punkte

— Der Graph von L besitzt im Punkt (3 | L(3)) eine waagerechte Tangente.
Begrindung: Esgilt L'(3) = f,(3) =0.

— Der Graph von L besitzt im Punkt (3 | L(3)) einen Wendepunkt.
Begrindung: Die Stelle 3 ist eine Extremstelle von f; und damit auch
von L'.
(Beide Eigenschaften lassen sich unter dem Begriff Sattelpunkt zusammenfassen.)

Alternative: Argumentation mit der VVorzeichentabelle aus 2.9.1.

2.9.3 Entstehung des Graphen vom M aus dem Graphen von L 2,0 Punkte
Esqilt:

3
M (x)=L(x)-c mit c=[f,(t)dt >0 (positiver Flacheninhalt).
0
Der Graph vom M geht also aus dem Graphen von L durch eine Verschie-
bung in negative y-Richtung hervor.

Alternative: Verwendung der Intervalladditivitdt des Integrals

L(9=] t(t)ct = [ (0t + ] £, (t)ck .

=c¢>0 = M(x)
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3. Wurzefunktionen und Rotationskor per 1QB

Gegeben sind die Funktionen
P:X—>6X , 0<x<6 und :XF>V4X—8 ,2<x<6 .

3.1 Interpretation desTerms p(6)—q(6) im Sachzusammengang 2,0 Punkte
Der Term gibt die Breite des Rands der Schale in Dezimetern an.

3.2 Auswahl eines Graphen 2,0 Punkte
Auswahl: Graph 11
Begriindung: Da der Durchmesser der Schale nach oben hin zunimmt, nimmt die Ande-
rungsrate der Fullhéhe mit der Zeit ab.

3.3 Flacheninhalt in Abhéngigkeit von der Flllhohe 4,0 Punkte
Zur Fullhéhe h gehort der Radius 1

r=q2+h)= /4 (2+h)-8=+8+4h-8=+4h . (25P) q(m_ﬂfr/

Damit ergibt sich der Flacheninhalt der Wasserober-
flache in der Fullhéhe h zu:

Ah=n-r’=n-4h=4nh @15P =

3.4 Interpretation im Sachzusammenhang 4,0 Punkte

Interpretation: (3,0P) | Y

Die Funktion s beschreibt das Volumen des !
Wassersin der Schale in dm®in Abhéngig- B
keit von der FullhGhe hin dm. 2 2+h 6

Definitionsbereich: [0; 4] (1,0P) \\_‘
3.5 Masseder Schale 6,0 Punkte

Fir das VVolumen der Schalein dm® ergibt sich:

\Y; :n-f( p(x))2 dx—n-f(q(x))2 dx

0 2

=7 Jf: 6x)dx—m- J' 4x—8)dx

=T [3X ] - [ZX —8x} (5,0P)
=n-(108-0)—=n-( (72-48) — (8-16) )
=767 ~ 238,76

Die Masse der Schale betragt: 238,76 - 2,7 ~ 644,65 (kg) . (1,0P)



E-Kurs Haupttermin 2017

Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

11
12
13

14
15

21
2.2

2.3

24

Gegeben sind die Punkte P(2 0 |5) und Q(5| 0| 1).
Weisen Sie nach, dass die Punkte P und Q den Abstand 5 haben.
Bestimmen Sie eine Parametergleichung der Geraden g durch die Punkte P und Q.

Auf der Geraden g gibt es Punkte, die von P den Abstand 10 besitzen. Geben Sie die Ko-
ordinaten eines solchen Punktes an.

Zeigen Sie, dass es kein kelR gibt, so dass R«(3 | k | 4) auf der Geraden g liegt.

Prifen Sie, ob es Werte fur kelR gibt, so dass R«(3 | k | 4) von den Punkten P und Q den-
selben Abstand besitzt.

In einem kartesischen K oordinatensystem ist das Viereck ABCD mit A(0|0| 1), B(2|6] 1),
C(-4|8|5) und D(—6| 2| 5) gegeben. Der Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks wird
mit M bezeichnet.

Begriinden Sie, dass die Gerade AB parallel zur x;-X,-Ebene verlauft.

Weisen Sie nach, dass das Viereck ABCD ein Rechteck ist. Geben Sie die Koordinaten
von M an.

Das Rechteck ABCD liegt in einer Ebene e. Ermitteln Sie eine Gleichung von e in Koor-
dinatenform.

(Zur Kontrolle: e 3x; — X + 53— 5=0)

Solarmodule werden auf einem Tragergestell montiert, das an ei-

nem vertikal stehenden Metallrohr befestigt ist. Die gesamte Fléche

der Solarmodule wird zu einem bestimmten Zeitpunkt modellhaft C
durch das Rechteck ABCD dargestellt.

Das Metallrohr l&sst sich im Modell durch eine Strecke beschrei-
ben, der Befestigungspunkt am Tragergestell durch den PunktM A
(vgl. Abbildung).

Im Koordinatensystem beschreibt die x;-x,-Ebene die Horizontale.
Eine Langeneinheit entspricht 0,8 m in der Wirklichkeit.

24.1 Im Sinne eines maglichst grof3en Energieertrags sollte der Neigungswinkel ¢ der
M odulfl&che gegenlber der Horizontalen zwischen 30° und 36° liegen.

Prifen Sie, ob diese Bedingung erfullt ist.

2.4.2 Zum betrachteten Zeitpunkt fallt das Sonnenlicht, das im Modell durch parallele
Geraden dargestellt wird, senkrecht auf die Flache der Solarmodule. Diese Flache
erzeugt auf dem horizontalen Untergrund einen rechteckigen Schatten.

Begriinden Sie unter Verwendung einer geeignet beschrifteten Skizze, dass der
Flacheninhalt des Schattens mithilfe des Terms

AD ,
. (0,8m)
)

berechnet werden kann.
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2.5 Um die Solarmodule wéhrend eines Tages standig moglichst gut nach der Sonnenein-
strahlung ausrichten zu konnen, 18sst sich das Metallrohr mit dem Tragergestell um die
L angsachse des Rohrs drehen. Die Neigung des Tragergestells bleibt dabei unverandert.

2.5.1 Betrachtet wird der untere linke Eckpunkt der Modulfléche, der im Modell durch
den Punkt A dargestellt wird. Berechnen Sie den Radius des Kreises, auf dem sich
dieser Eckpunkt bel der Drehung des Metallrohrs bewegt.

2.5.2 Begrunden Sie ohne zu rechnen, dass der in Teilaufgabe 2.5.1 ermittelte Radius
entsprechend auch fir den unteren rechten Eckpunkt der Modulfléche gilt.
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Losungen

1. Punkteauf einer Geraden

1.1 Nachweis Abstand 5 1,0 Punkte
3
Richtungsvektor: PQ=qg-p=| 0|=u
—4
Abstand: |PQ|=v9+0+16=/25=5
1.2 Parametergleichung der Geraden g durch die Punkte P und Q 2,0 Punkte
2 3
Mégliche Gleichungvong: x=p+ A-u=| 0|+ A:| O
5 -4
1.3 Punkt auf der Geraden gim Abstand 10 von P 2,0 Punkte

Ein moglicher Punkt ergibt sich, wenn man in der obigen Gleichung von g den Parame-
terwert 4 = 2 wahlt:

2 3 2 6
s=p+2-u=0|+2| ol=|0|+| O|=| O] ; S8|0]|-3)
5 -4 5 -8 -3
1.4 LagedesPunktesRy beziglich g 1,5 Punkte
Eine Punktprobe fir R«(3 | k| 4) in der Gleichung von g ergibt:
3) (2 3 1 3 1= 31 A=1/3
ki=|0|+A4: O|<| k|=4: 0| k= 0 |[<|k=0
4) \5 -4 -1 -4 -1=-42 A=1/4

Das Gleichungssystem ist fur jedes kel R unerfillbar.
R liegt daher fur kein kelR auf g.

1.5 Priafungauf gleichen Abstand von Ry zu P und Q 3,0 Punkte
V erbindungsvektoren:

3 2 1

PR =|k|-|0|=| k| mit [PR|=y1+k +1=2+K
4 5 -1
3 5 -2

QR =k [=|0]=| k| mit |QR|=y4+K +9=13+k’
4 1 3

Gleicher Abstand: | PR | =|QR | & / 2+ K =/13+K?

Diese Gleichung ist fur kein kelR erfillbar.
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2. Solarmodul 1QB
Gegebensind A(0|0|1),B(2]6]1),C(-4|8]|5) und D(-6]2|5).

2.1 GeradeAB parallel zur x;-xo-Ebene 2,0 Punkte

Die xz-Koordinaten der Punkte A und B stimmen Uberein.
Die Gerade AB verlauft daher in einer Parallelebene zur x;-x,-Ebene (im Abstand 1).
Alternative: Gleichung der Geraden AB bestimmen; die dritte Komponente des Rich-

tungsvektor hat den Wert 0.
2.2 Nachweis Rechteck und Koordinaten des Mittelpunkts M 4,0 Punkte
Rechteckeigenschaft: (3,0P)
2
— Esgilt: AB=|6|=DC.
0
Bel dem Viereck ABCD handelt es sich um ein Parallelogramm.
2 -6
— Weiter gilt: AB- AD =|6|-| 2|=-12+12+0=0.
0 4

Bel dem Viereck ABCD handelt es sich um ein Rechteck.
Koordinaten des Mittelpunkts M: (1,0 P)

0 -4 -2
ﬁ:%(éwa):% o|+| 8||=| 4| ; M(-2]4]3)
1 5 3
2.3 Koordinatengleichung der Ebenee 4,0 Punkte

— Richtungsvektoren (1,0P)

2 1 -6 -3
AB=|6|,wshle u={3| ; AD=| 2|, wahle v=| 1
0 0 4 2
— Normalenvektor (1,0P)
6 3
uxv =|-2| ; wahle n=|-1
10 5

— Koordinatengleichung: (2,0P)

3 0 3
n-(x—a)=0«|-1|-| x-|0||=0<|-1|-x-5=0
5 1 5

< 3% X% +5%-5=0
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2.4  Solarmodule auf einem Tré&ger gestell

2.4.1 Winkel, den die Ebene e mit der x;-xo-Ebene bildet 3,0 Punkte

3

— Normalenvektor von e n=|-1| (mit|n]=+/35)
5
0

— Normalenvektor x;-x-Ebene: e, =| 0| (mit|e, | =1)
1

. n-e 5

Winkelformel: cose = ‘q —L = ~ 0,845 ; p=~32,3°
‘nHeg‘ V351

Die Bedingung ist damit erfullt.
2.4.2 Flacheninhalt des Schattens 5,0 Punkte

— Breite des rechteckigen Schattens. (1,0P)
Die Lange ‘ AB ‘ der Seite AB stellt die Breite des Schattens dar.

(Die Gerade AB verlauft nach 2.1 parallel zur x;-x,-Ebene.)

Lange des rechteckigen Schattens. (2,5P)
GemaR der Skizze gilt: ‘ Eé‘ = ‘ AH ‘ .

Im rechtwinkligen Dreieck AHD gilt:

o o
COSp =— <= ‘ AH ‘ = F G
‘ AH ‘ cosg
— Flacheninhalt: (1,0P)
Il

- (0,8m)’°

8 1] coamy - 8] -

— Durch den Faktor (0,8m)? wird der MaRRstab beriicksichtigt. (0,5P)

25 Drehungder Solarmodule
25.1 RadiusdesKreises, auf dem sich dieser Eckpunkt A bewegt. 4,0 Punkte

Ansatz: Der gesuchte Radius ist der Abstand des Punktes A von der Geraden, die das
Metallrohr beschreibt.

Berechnung mithilfe der Abstandsformel Punkt-Gerade:
— Punkt: AQ|O|D)

0
~ Gerade g: durch M (—2|4|3) mit Richtungsvektor e, =| 0
1
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— Abstand:  d(M, g) = [&xAM
0 -2 0 0 -2
= 0| x 41—-10]||| =[|0|x| 4
1 3 1 1 2
—4
=|| -2|| =20 ~ 4,47
0
— Maldstab: Der Radius betragt: 4,47 - 0,8 m~ 3,6 m
Alternative: Verwendung der Lotebenenmethode
0 0 0
= Hilfsebene: |0|-| x-|0||=0<|0|-x-1=0
1 1 1
0 -2 0
= Schnitt: Of- 41+2|0||-1=0<=3+1-1=0=1=-2
1 3 1
= Lotfulpunkt: L(-2|4|1)
-2
= Abstand: ‘ﬁ_‘ = || 4||=20 ~ 4 47
2.5.2 Radiusfir den Punkt B 3,0 Punkte
A und B haben vom Schnittpunkt der Diagonalen des Rechtecks M
ABCD den gleichen Abstand. /N

Die Strecke AB verlauft parallel zur x;-x,-Ebene, die Strecke, die / |
das Metallrohr darstellt, senkrecht dazu. ’ .

Damit haben A und B von der Strecke, die das Metallrohr darstellt, A B
den gleichen Abstand.
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WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Aufgabe 3

11
1.2
13

14

21

2.2

2.3
24

3.1

3.2

3.3

4.1

4.2
4.3

Flugreisende in Berlin haben die Flughdfen Tegel und Schonefeld zur Auswahl. Auf-
grund langjdhriger Erfahrungen kann man davon ausgehen, dass von den Flugreisenden
in Berlin

= 71% sich fur den Flughafen Tegel entscheiden,

» 26% in Tegel starten und einen Inlandsflug antreten,

»  28% in Schonefeld starten und ein Ziel im Ausland anfliegen.
Erstellen Sie fur die beschriebene Situation eine vollsténdige Vierfeldertafel.
Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fluggast einen Inlandsflug antritt.
Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fluggast den Flughafen Tegel auswahit
und ins Ausland fliegt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fluggast den Flughafen Schoénefeld aus-
wahlt oder ins Inland fliegt.

Man geht am Flughafen Schonefeld davon aus, dass in 1% der ankommenden Koffer
Rauschgift geschmuggelt wird. Der Zoll setzt einen Rauschgifthund ein. Dieser bellt mit
einer Wahrscheinlichkeit von 90%, wenn sich Rauschgift in einem Koffer befindet. Er
bellt aber auch mit einer Wahrscheinlichkeit von 5%, wenn kein Rauschgift im Koffer ist.

Zeichnen Sie ein vollstandig beschriftetes Baumdiagramm. Verwenden Sie die Bezeich-
nungen: R:, Der Koffer enthdlt Rauschgift.“ und B: “Der Hund bellt.” .

Bestdtigen Sie durch eine Rechnung, dass der Hund mit einer Wahrscheinlichkeit von
rund 6% bellt.

Der Hund hat gebellt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthélt der Koffer Rauschgift?
Untersuchen Sie die Ereignisse R und B auf stochastische Unabhéngigkeit.

Die Deutsche Lufthansa zéhlt zu den zuverlassigsten Fluglinien der Welt. Bel ihr starten
erfahrungsgemal’ 85% aller Fluge punktlich.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 10 Fligen
= ale pinktlich sind,
» mindestens neun punktlich sind.
In einer Stichprobe werden 40 Fllge genauer untersucht.
= Welche Anzahl puinktlicher Fllige kann man in einer solchen Stichprobe erwarten?
= Bestimmen Sie fir eine solche Stichprobe die o-Umgebung des Erwartungswertes.

Berechnen Sie die Anzahl Flige, die zumindest untersucht werden missen, damit man
mit mindestens 99% Wahrscheinlichkeit wenigstens einen punktlichen Flug findet.

Eine neu am Markt operierende Fluglinie wirbt mit der Plnktlichkeit ihrer Flige von so-
gar 88%. Ein Mitarbeiter der Verbraucherzentrale glaubt, dass dieser Wert zu hoch ge-
griffen ist (Gegenhypothese) und veranlasst einen Test bei 100 Fliigen.

Formulieren Sie die Null- und die Gegenhypothese fir diesen Test.

Bestimmen Sie den Ablehnungsbereich der Nullhypothese auf dem 2,5%-Niveau (vorge-
gebene obere Schranke fur die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art).

Der Test liefert eine Zahl von 82 punktlichen Flligen. Interpretieren Sie dieses Ergebnis.
Erlautern Sie, was man in dem Sachzusammenhang unter dem Fehler 2. Art versteht.



16

E-Kurs Haupttermin 2017

12

13

14

2.2

2.3

Losungen

Flugh&fen Schonefeld und Tegel

Vierfeldertafel 3,0 Punkte
Abkirzungen: T: Tegel | A

S Schonefeld T |02 | 045 | om

I: Inland S | 00L | 028 | 029

A: Ausland 027 | 073 1
Fluggast mit Inlandsflug 1,0 Punkte
Ausder Vierfeldertafel liest man ab: P(I) = 0,27 .
Auswahl von Tegel und Auslandsflug 1,0 Punkte
Ausder Vierfeldertafel liest manab: P(TnA)=045.
Auswahl von Schonefeld oder Inlandsflug 2,0 Punkte
Ausder Vierfeldertafel ergibt sich:

PSU)=P(SN1)+P(SNA)+P(INT)
= 001 + 028 + 026 = 055.
Alternative: Betrachtung des Gegenereignisses
PSUN=1-P(TNA)=1-045=0,55.
Untersuchung der Koffer auf Rauschgift
Baumdiagramm 3,0 Punkte
R ,Der Koffer enthalt Rauschgift.”
B: ,Der Hund bellt.” 0,01 0,99
Baumdiagramm: (R) (R)
0,9/ \0.,1 0,05/ \0,95
Rauschgifthund bellt 2,0 Punkte
Aus dem Baumdiagramm ergibt sich:
P(B) =0,01-0,9 + 0,99 - 0,05 = 0,009 + 0,0495 = 0,0585 ~ 6% .

Der Rauschifgifthund bellt mit einer Wahrscheinlichkeit von rund 6% .
Berechnung einer bedingten Wahrscheinlichkeit 2,5 Punkte

Bedingung: B
Gesuchte Wahrscheinlichkeit: R

= = ~ 0,
P(B) 0,0585 0,1538 ~ 15%
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2.4 Test auf Unabhangigkeit
Anhand des Baumdiagramms oder der bisherigen Ergebnisse folgt:
P(R) - P(B) = 0,01 - 0,0585 = 0,000585 .
P(RnB)=0,01-0,9=0,009.
Die Ereignisse R und B sind stochastisch abhangig.

Punktlichkeit der Flige
3.1 Betrachtung einer Stichprobe von 10 Flligen

Modell: Bernoulli-Kettemitn=10und p=0,85 (1,0P)
Treffer T: ,,Flugzeug startet punktlich.”

= ,Allepunktlich* bedeutet 10 Treffer. (1,0P)
10
P(T=10) = (10) - 0,85 0,15°= 0,85" ~ 0,1969

= ,Mindestens neun punktlich* bedeutet 9 oder 10 Treffer. (1,5P)
10
P(T>9)=P(T=9)+P(T=10) = { 9] -0,85°- 0,15" + 0,1969

=10-0,85°- 0,15 + 0,1969 ~ 0,5443

3.2 Stichprobe mit 40 Fligen

= Erwartungswert. (1,0P)
u=n-p=40-0,85=34

» o~Umgebung des Erwartungswertes: (1,5P)
Esgilt: o= \/n- p-(1- p)=4/40-0,85-0,15 ~ 2,26
Umgebung: [34 —2,26 ; 34 + 2,26] = [31,74 ; 36,26]

3.3 Berechnungder Kettenlange
Treffer T: punktlicher Flug mit p = 0,85

P(T>1)>099 < 1-P(T=0)>0,99
PN ~P(T=0)>-0,01
PN P(T=0)<0,01

n 0 n
& (OJ -0,85"-0,15°<0,01

& n-1In(0,15) <In(0,01) | :In(0,15) <0
- . In©01)

~ In(0,15)
= n>243

Es missen mindestens 3 Fllige untersucht werden.

2,0 Punkte

3,5 Punkte

2,5 Punkte

4.5 Punkte
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4. Test auf Punktlichkeit
4.1 Bestimmung des Ablehungsbereichs 3,5 Punkte
— Formulierung von Hypothese und Gegenhypothese (1,0 P)
Nullhypothese:  Ho: p=0,88
Gegenhypothese: H;: p<0,88 (linksseitiger Test)
Signifikanzniveau: 2,5% = 0,025
— Berechnung der charakteristischen Grélen (1,0P)
Binomialverteilung mit der Stichprobenlange n = 100
Erwartungswert: u=n-p=100-0,88 =88
Standardabweichung: o= \/n- p-(1- p)=4/100-0,88-0,12 ~ 3,25
— Ablehnungsbereich (2,0P) :
gegen Hy<+— | fur Hy
ka7
A A
Die o-Regel fur die 95%-Wahrscheinlichkeit liefert den kritischen Wert:
k=u-196- o
=88-1,96-3,25=281,63
Annahmebereich: A={81;82;...; 100}
Ablehnungsbereich: A ={0;1;...;80}
4.2 Interpretation des Ergebnisses 1,0 Punkte
Die Zahl von 82 punktlichen Flugen liegt im Annahmebreich von Ho.
Die Nullhypothese Hq kann daher nicht (wie vielleicht erhofft) zuriickgewiesen werden.
4.3 Fehler 2. Art 1,5 Punkte

Im Sachzusammenhang: Der Test bestétigt, dass (mindestens) 88% der Flige punktlich
sind, obwohl der Anteil in Wirklichkeit geringer ist.
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Aufgabe 1
ANALYSIS

11
12
13

14
15

Gegeben ist die Schar der Funktionen fi IR — IR mit f, (x) = x> —3kx® und kelR, k> 0.
Geben Sie die Grenzwerte an den Réndern der Definitionsmenge an.
Berechnen Sie die Nullstellen der Scharfunktionen und geben Sie deren Vielfachheit an.

Bestimmen Sie die Lage und die Art der Extremstellen der Scharfunktionen.
[Zur Kontrolle: Minimumstelle fir x = 2K]

Ermitteln Sie eine Gleichung der Ortskurve, auf der ale Tiefpunkte der Schar liegen.

Entscheiden Sie begrindet, welche der nachfolgend dargestellten Ausschnitte von Gra-
phen zu Funktionen der Schar fy gehtren konnen.

a) y b) y

1.6 Zeigen Sie, dass jede Scharfunktion genau eine Wendestelle besitzt.

1.7

Begriinden Sie, dass die Funktion f, der Schar ihre Wendestelle bel x = 2 hat.

Im Folgenden wird die Funktion f, betrachtet und vereinfachend mit f bezeichnet.
Die Funktionsgleichung lautet also f (x) = x> —6x2.

1.71 Zeigen Sie, dassy = —-12x + 8 eine Gleichung der zugehdrigen Wendetangente ist.

1.7.2 Weisen Sie rechnerisch nach, dass die Wendetangente mit dem Graphen von f ge-
nau einen Punkt gemeinsam hat.
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2.2

2.3

24
2.5

Gegeben ist die Funktion f : IR — IR mit
f(x) = 4e ¥ (e -1).

Begrunden Sie, dass sich der Funktionsterm auch schreiben |&sst in der Form
f(x) = 4e2* —4e*,

Zeigen Sie, dassfur die erste Ableitung der Funktion f gilt:
f'(x)=8e*- (2—e%).
[ Zur weiteren Verwendung (ohne Nachweis!): f"(x) =16e **-(e?* —4) ]

Geben Sie mit Begriindung den Grenzwert lim f(x) an.

X—>+0

Bestimmen Sie die Nullstelle der Funktion f.

Bel der Einnahme von Medikamenten wird deren Wirkstoff zunéchst vom Korper aufge-
nommen. Gleichzeitig beginnt der Korper aber auch mit dem Abbau des Wirkstoffs. Da-
her éndert sich dieim Blut gel6ste Menge des Wirkstoffs standig. Die Funktion
f(t)=4e™-(e® -1 mit t>0 (tin Stunden)
gibt modellhaft die zum Zeitpunkt t im Blut gel 6ste Wirkstoffmenge in der Einheit mg an.
Die Variablet steht fur die Zeit seit der Einnahme des Medikamentsin Stunden.
2.5.1 Bestimmen Sie den Zeitpunkt, an dem die Menge des Wirkstoffsim Blut den abso-
[ut hdchsten Wert annimmt.
Geben Sie die maximal im Blut gel0ste Wirkstoffmenge an.

2.5.2 Zeichnen Sie den Graphen zu f (t) fir t > O unter Beriicksichtigung der bisherigen
Ergebnisse in das Koordinatensystem von Anlage 1.

2.5.3 Es gibt einen Zeitpunkt, an dem die Wirkstoffmenge im Blut am schnellsten ab-
nimmt. Bestimmen Sie diesen Zeitpunkt durch eine Rechnung und geben Sie die
Anderungsratein mg/ h an.

2.5.4 Berechnen Sie, welche Wirkstoffmenge durchschnittlich innerhalb der ersten zwei
Stunden im Blut gel0st ist.

Die Abbildung zeigt den symmetrischen Graph von F y
Graphen einer Stammfunktion F zu ei- 21
ner differenzierbaren Funktion f.

1 -

Begrunden oder widerlegen Sie mithilfe
des abgebildeten Graphen die Glltigkeit
folgender Aussagen:

3
a) j F(x)dx =0

-3

3
b) j f(x)dx >0
-3

¢ f'(0) =0
d) f(F(@3))<0
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11

1.2

13

14

15

16

Losungen

Untersuchung einer ganzrationalen Funktionenschar
Gegeben ist die Funktionenschar f, (x) = x®—3kx* und ke IR".

Grenzwerte 1,0 Punkte

Esgilt: lim f, (x)= lim (x*) =+,
X—+o0 X—>t0

Nullstellen samt Vielfachheit 2,5 Punkte
Faktorisierung des Funktionsterms: f, (x) = x> —3kx* = x*(x-3k) (1,0P)

Nullstellen: (15P)
» Xx=3kz#0(dak>0) , einfach
= x=0 , doppelt

Lageund Art der Extremstellen 3,0 Punkte
— Ableitung: f, (x)=3x2—6kx (0,5P)
— Notwendige Bedingung: (1,0P)
f, (X)=0 < 3x(x-2k)=0 < x=0v x=2k
— Hinreichende Bedingung: (1,5P)
Zweite Ableitung: f(x) =6x—6k
= 7(0)=-6k <0 ,aso Maximumstelle (dak > 0)
= f/(2k) =12k -6k =6k > 0 , also Minimumstelle (da k > 0)
Alternative: Betrachtung einer Vorzeichentabelle

Ortskurve der Tiefpunkte 2,5 Punkte

Nach 1.3 gilt fur die Minimumstelle: x =2k < k= %x

Einsetzen in die Funktionsgleichung ergibt die Ortskurvengleichung:

y= x3—3(%x)x2 = x3—%x3 =—%x3

Auswahl von Graphen 4,0 Punkte
a) nicht moglich; Begrindung z.B.: Tiefpunkt bel O oder Grenzwerte

b) nicht méglich; Begrindung z.B.: O ist keine Extremstelle

¢) maoglich; Null- und Extremstellen und Grenzwertverhalten korrekt

d) nicht méglich; Begrindung z.B.: O ist keine dreifache Nullstelle

Genau eine Wendestelle 2,0 Punkte
— Notwendige Bedingung: f;(X) =0 < 6x—6k < x=k

— Hinreichende Bedingung: k ist Nullstelle mit V orzeichenwechsel und damit einzige
Wendestelle.

— Bei Vorgabe des Parameterwerts k = 2 ergibt sich x = 2 als Stelle.
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1.7

171

172

21

2.2

Betrachtung einer ganzrationalen Funktion
Betrachtet wird die Funktion f mit der Gleichung f (x) = x*> —6x°.

Gleichung der Wendetangente 2,5 Punkte
Fur die Wendestellex = 2 gilt:

f(2)=8-24=-16 und

f'(2)=3-4-6-2-2=-12 (Ableitung schonin 1.3)
Allgemeine Tangentengleichung: y= f'(2) - (x—2) +f(2)
Einsetzen: y=-12- (x—2)-16=-12x+24-16=-12x + 8
Nachweis genau eines gemeinsamen Punktes 4,0 Punkte
Ansatz: Gleichsetzen von Funktions- und Tangentengleichung (0,5P)

X2 —6x* =-12x+8 < x*—6x*+12x—8=0

Idee: Durch die Wendestelle x = 2 ist eine L6sung bereits bekannt. (0,5P)

Diesfuhrt in einer moglichen Faktorisierung des Termsin der letzten Gleichung
zu dem Linearfaktor (x — 2).

Polynomdivision: (1,5P)
(- 6X2 +12x—8) 1 (x—2) = X* — 4x+4
—(x®-2x%)
— 4% +12x
—(— 4%% +8X)
 4x-8
—(4x-98)
0
Der Restterm |asst sich faktorisieren zu: x° — 4x+4=(x— 2)%. (05P)

Er liefert die Losung x = 2 (doppelt). Es gibt aso keine weitere von 2 verschiedene
Schnittstelle. (1,5P)

Untersuchung einer Exponentialfunktion
Gegeben ist die Funktion f(x) = 4e **. (e -1).
Umformung des Funktionsterms 1,0 Punkte
Ausmultiplizieren ergibt: f(x) = 4e**-e®* —4e **.1=4e ¥ — 4%,
Nachweis des Ableitungster ms 2,0 Punkte
Ableiten von f (x) = 4e **-(e** —1) nach der Produktregel ergibt:

f/(x)=4e % (—4)-(e* -1 + 4e™.e?*.2

=8e . (—2e** +2+€?) = 8. (2—e?)
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2.3 Grenzwert fir X = +o0 1,5 Punkte

Grenzwert: lim f(x)= lim (4e % - 4e*)=0
X—>+00 X—>+00 — —
2 ¥
0 0

2.4 Nullstelleder Funktion f 2,0 Punkte
f(x)=0 < €*—1=0 (da 4e ™ >0 fir alexelR)

o =1 o 2x=0 < x=0

2.5 Einnahmevon Medikamenten
Betrachtet wird f (t) =4e *-(e* 1) firt>0.

2.5.1 Maximal geloste Wirkstoffmenge 6,0 Punkte
Gesucht ist das (absolute) Maximum der Funktion f.

— Notwendige Bedingung: (2,5P)

f'(t)=0 < 8 *.(2—e?)=0 (Ableitung gemaR 2.2)
= 2-e1=0 (8e™* > 0)
oS et=2
& t=2In(2) = In(\/2)
= 1~0,35

— Hinreichende Bedingung: (1,0P)

4.1 1 _4.1
t(%In(2) =166 *'2"? . (e¥2"? _4)- —32¢ *2"? = g0

Bel %In(Z) handelt es sich also um eine lokale Maximumstelle.

— Funktionswert: (15P)

1 1
f(%ln(Z)) AL C) .(eZ-EIn(Z)

~)=4E"?)?.(2-1)=4-2-1=1
Zu diesem Zeitpunkt sind 1mg des Wirkstoffsim Blut gel6st.

— Randbetrachtung (1,0P)
Esgilt: f(0) =0und XIirp f(x)=0 (vgl. 2.3)

Daher liegt das absolute Maximum vor.

Alternative: %In(Z) ist die einzige lokale Extremstelle in Dyax.
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2.5.2 Graphvon f 3,0 Punkte

11

1 / \

09 \

08

N

iy N

0.6 AN

05 / \

04

[ N

03

0.2 l \

0.1 —

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 1.7 18 19 2 21 22 23 24 25 26 27 2¢&

2.5.3 Zeitpunkt der schnellsten Abnahme 4,0 Punkte

254

Die schnellste Abnahme findet an der Wendestelle von G; (Extremstelle
von f') statt. (0,5P)

Berechnung des Zeitpunkts: (2,5P)
f'(t)=0 < 16e*.(e*-4)=0

o e?-4-0 (16e ' > 0)
o et=4
< 2t =1In(4)

& t=2In(4) = In(v4) =In(2) ~ 0,69
Anderungsrate: (1,0P)
f'(In(2)) =8¢ *""@.(2—e*"?) =-1 (in mg/h)
Durchschnittliche Wirkstoffmenge 3,0 Punkte

Zu berechnen ist der Mittelwert von f Gber dem Zeitintervall [0 ; 2].

2 2
m= ﬁj f(t)dt = %_[(4e‘2t —4e ) dt
0 0

2
_ 1.[_2e—2t +e—4t:'
2 0

:%-[(—Ze“‘ +e-8)—(—2+1)} ~ 0,48

Innerhalb der ersten beiden Stunden befinden sich durchschnittlich 0,48 mg des Wirk-
stoffsim Blut.
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3. Aussagen anhand eines Graphen

a)

b)

d)

Die Aussage st richtig. 1,5 Punkte
Begrindung: F und das Integrationsintervall [-3 ; 3] sind punktsymmetrisch zu O.
Alternative:  Mal3gleiche Flachenteile unter- und oberhalb der x-Achse.

Die Aussageist falsch. 1,5 Punkte
3

Begriindung: .f f(X)dx =F(3)-F(-3)=0-0=0
-3
Die Aussageist richtig. 1,5 Punkte

Begrindung: 0ist Wendestelle von Gr und damit eine Extremstelle von
G, fur die als notwendige Bedingung f'(0) = 0 erflllt sein
MUSS.
Alternative: 0 ist Wendestelle von Gg. Daher gilt (notwendige Bedingung):
F"(0)=f'(0) =0.
(Fir die Stammfunktion F zuf gilt F”(x) = (F'(x))' = (f(x))' = f'(x))

Die Aussage ist falsch. 1,5 Punkte
Begrindung: Gemal3 der Abbildung gilt: f(F(3)) =1(0) .

f(0) gibt die Steigung des Graphen von F an der Stelle 0 an. Dieseist
aber positiv.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Die Abbildung zeigt das Modell eines Py-

ramidenkomplexes. @

Die erste Pyramide im Modell ist die Py- G

ramide mit der Spitze S Fur diese Pyrami- F
de hat man die folgenden Koordinaten er-

mittelt:

A(0]0]0) ; B(10|0|0); D(0]10|0). E

(LLEZ1cm) A
(Darstellung nicht mal3stéblich.)

X, C
1. Bestimmen Sie die Koordinaten des Eckpunkts C der Grundflache der ersten Pyramide.

2. ImModell hat die Pyramidenspitze die Koordinaten S(5(58).

Zeigen Sie, dass es sich um eine gerade Pyramide handelt.

3. Bestimmen Sie das MaR des Winkels, den die Pyramidenkante DS mit der Diagonalen
DB der Pyramidengrundfl&che bildet.

4. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene ey, in der die Punkte A, D und S
liegen.
[ zur Kontrolle: &: —8x +5x% =0 |

5. Die Dreiecksflache AEFG der zweiten Pyramide besitzt die Eckpunkte E(-11]|-90),
F(-19]-9]0), G(-15|-13|8) und ist Teil der Ebene e,: 2x, + x, = —18.

Auf die Spitze Sder ersten Pyramide fallt paralleles Licht in Richtung
-19

desVektors v=| -15 .
-6

5.1 Bestimmen Sie den Schattenpunkt S’ der Pyramidenspitze Sin der Ebene e,
5.2 Begriinden Sie, dassder Punkt S'( —14|-10|2) innerhalb der Dreiecksflache AEFG
liegt.
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Bei vielen antiken Pyramiden befindet sich im Inneren die so genannte K 6niginnenkam-
mer. Im Modell soll diese Kammer fir die erste Pyramide durch den Punkt P dargestellt
werden.

Der Punkt P liegt auf der Hohe h der Pyramide und ist von den Punkten A und S gleich
welit entfernt. S

B

Beschreiben Sie ausfiihrlich ein Verfahren, mit dessen Hilfe die Koordinaten dieses
Punktes P ermittelt werden kénnen. Begriinden Sie die einzelnen Verfahrensschritte.

(Die Rechnung selbst soll nicht durchgefihrt werden.)

Wie es bel einigen antiken Pyramiden vorkam, so sollen auch  verkleidung
am Modell alle vier Seitenflachen der ersten Pyramide mit ei-

ner Verkleidung versehen werden. Hierbel verlauft die Ober-

flache der Verkleidung jewells parallel zur urspriinglichen Sei-

tenfl&che (siehe Skizze).

Die zur Ebene e, parallele Oberflache der Verkleidung lésst
sich beschreiben durch die Ebene:

-8
e:| 0] -x=5.
5
7.1 Berechnen Sie die Mal3zahl der Hohe der verkleideten Pyramide.
7.2 Ermitteln Sie die Dicke der aufgebrachten Verkleidung.

7.3 Bestimmen Sie die Seitenlange der Grundflache der neuen Pyramide.
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Losungen

1. Eckpunkt C 1,0 Punkte

Esgilt: C(10]10|0) (gleiche x;-K oordinate wie B)
(gleiche x,-Koordinate wie D)
(%2 =0, dain x;-X>-Ebene)

2. GeradePyramide 1,5 Punkte
5
Mittelpunkt der Grundflache: m=2-(b+d) =|5| ; M(5|5]0)
0

S5|5]8) liegt senkrecht Gber M (gleiche x;- und x,-Koordinaten).
Daher handelt es sich um eine gerade Pyramide.

3. MaR desWinkels zwischen Kante DS und Diagonale DB 2,5 Punkte
5 10
Esgilt: DS=| -5 | mit | DS| =114 und DB=| ~10| mit | DB|=+/200
8 0

DS - DB =50+ 50+ 0= 100

Winketcos(a)JD_S'ﬁ 10 0662 ; a~485°
' DSl IDBl  V114-y200 ’
4. Koordinatengleichung der Ebene e; mit den Punkte A, D und S 3,0 Punkte
= Richtungsvektoren (1,0P)
5 0 0
AS=|5|=u, ; AD=|10| ,wéhle u,=|1
8 0 0
= Normaenvektor (1,0P)
5) (0) (-8
wxu,=|5[x|1|=| 0[=n
8) \0 5

= Koordinatengleichung (1,0P)

-8 -8
g:n-(x-a)=0e | 0|[x-0]=0< | 0| x=0
5 5

& —8x+5%=0
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5.1 Koordinatengleichung der Ebene e; mit den Punkte A, D und S 4,5 Punkte
= Gleichung der Geraden, die den Lichteinfall beschreibt (1,0 P)
5 -19
g:X=S+a-v=|5|+a-| -15
8 -6
= Allgemeine Normalengleichung vone, (05P)
0
e:|2| x=-18
1
= Schnitt der Gerade g mit der Ebenee, (2,0P)
0 5 -19
2|-||5|+a-|-15||=-18
1 8 )

< 18-36-0=-18 < a=1
= Berechnung des Schattenpunkts (2,0P)

5 -19 -14
s'=|5|+1|-15|=|-10| ; S'(-14/-10|2)
8 -6 2
5.2 Lagevon S innerhalb der Dreiecksflache AEFG 4,5 Punkte
= Parametergleichung der Ebene e, zur Dreiecksfléche AEFG (1,0P)
~11 -8 —4
e: Xx=OE+A1-EF+u-EG =| -9 [+A:| O|+u-|-4
0 0 8
= Punktprobefir S' (1,5P)
-11 -8 -4 -14 -81—-4u -3
9 |+4-| Ol+u-|-4|=|-10| < - 4;,}: -1
0 0 8 2 81 2

Aus der zweiten und dritten Gleichung ergibt sich u :% :
Eingesetzt in die erste Gleichung folgt A = % .

= Dreiecksbedingung (1,0P)
Esgilt: 2, 4>0 und /1+/1:%<1.

Damit liegt S' innherhalb der Dreiecksfléche AEFG.
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6. LagedesPunktesP 3,0 Punkte

Mogliches Verfahren:
= Der Punkt P hat diesalbe x;- und x>-K oordinate wie S,
Esqilt daher P(5|5 | 2) mit zeIR.

= Hiermit kdnnen die Vektoren AP und PS in Abhangigkeit von z berechnet werden:

5\ (0) (5 5\ (5 0
AP=|5|-|0|=|5| und PS=|5|-|5|=| O
z 0 Z 8 z 8-z

= Damit sind auch die Betrage in Abhéngigkeit von z berechenbar.
\ﬁ\: J5+5 172 und \%’\@ JO? +0 + (8- 2)

= DieKoordinate z ergibt sich aus der Bedingung ‘ AP ‘ = ‘ P—S‘

7.1 Hoheder verkleideten Pyramide 1,5 Punkte
Wegen Symmetrie und Parallelitét von e; und e gilt: S,(5 5[h, ) .
Eine Punktprobe von $; in der Ebene e; ergibt:

-8) (5
0|-| 5|=5«< —-40+5h,=5 < h,=9 (incm)
5)
7.2 Dickeder Verkleidung 2,5 Punkte

Gesucht ist der Abstand der parallelen Ebenen e; und es.
Hesse-Gleichung der Ebene es:

-8
= L 1 - 5
Mit =+/89 eqgibtsich:e;; —| 0 |- Xx———=0
‘ng‘ J % V89 5 V89

Der gesuchte Abstand ist z.B. der Abstand von A(0 | 0 | O) von es.

-8) (0
1 5 5 .
d(e;e)=d(e;A)=|—| 0|:-|0|-—= |=—==0,53 (incm
(%%)(%)@50@89 (incm)
Die Verkleidung hat eine Dicke von 0,53 cm.
7.3 Seitenlange der Grundflache der neuen Pyramide 2,0 Punkte

Ebene e; in Koordinatenform: —8x, +5-X, =5
Schnitt der x,-x,-Ebene (xa = 0) mit &5 —8x, +5:0=5 < X =-2=0,625
Diesist eine Parallele zur x;-Achse im Abstand 0,625.

Wegen der Symmetrie folgt fur die gesuchte Lange:
| = \Na\u .0,625=10+1,25=11,25 (incm)
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WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Aufgabe 3

11

1.2

13

14

21

2.2

Eine gut gehende Apotheke bietet ihren Kunden nur Schmerzgels der Marktfihrer A und
B als rezeptfreie Produkte an.

Aufgrund langjéhriger Erfahrungen kann man bei Kunden, die in dieser Apotheke ein
Schmerzgel kaufen, davon ausgehen, dass sich

= 20% fir die Marke B entscheiden,

= bei 30% keine Linderung der Schmerzen einstellt.

Dievorliegende Situation lasst sich in einer Vier-
feldertafel wie rechts angegeben darstellen. L L
Dabei werden fur die auftretenden Ereignisse fol- A
gende Abkurzungen verwendet:
A: Schmerzgel der Marke A wird gewahlt.
B: Schmerzgel der Marke B wird gewahlt.
L: Estritt eine Linderung der Schmerzen ein.

o9)

0,06

Erkléren Sie die Bedeutung der in der Vierfeldertafel bereits eingetragenen Zahl 0,06 im
Sachzusammenhang.

Ubertragen Sie die Vierfeldertafel in Ihren Antwortbogen und erganzen Sie die fehlenden
Eintrége.

Bei einem ausgewahlten Kunden tritt bei Anwendung des gekauften Gels keine Linde-
rung der Schmerzen ein. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass der Kunde
das Gel A gewahlt hat.

Uberpriifen Sie, ob die Ereignisse A und L stochastisch unabhangig sind.

Ein Pharmakonzern mdchte ein neues Schmerzpflaster auf den Markt bringen. Vor der
Markteinfuhrung wird das Pflaster einem klinischen Test im Hinblick auf seine Wir-
kungsdauer unterzogen.

Die Zufallsgrofe X gibt die Wirkungsdauer des Pflasters in Tagen an. Es ergibt sich mit
den Parametern a, b € IR folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

x‘1‘2‘3‘4‘5
P(X:x)‘0,0S‘ a ] b]2a]0,1

Berechnen Sie die Parameter a und b so, dass die ZufallsgrofRe X den Erwartungswert
E(X) = 3,25 besitzt.

[ Ergebnisse zur Kontrolle und weiteren Verwendung: a=0,15undb=0,4]

Weisen Sie durch eine Rechnung nach, dass fur die Standardabweichung o der Zufalls-
grofe X néherungsweise o~ 1 gilt.
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31

3.2

3.3

4.1

4.2

4.3

4.4

Der Pharmakonzern gibt an, dass es bel 12% der Patienten, die das Schmerzpflaster ver-
wenden, zu Nebenwirkungen kommen kann. Der Apotheker bezweifelt diese Aussage
und glaubt, dass der Anteil hoher ist (Gegenhypothese).

Er fUhrt daher einen Test bai 150 Kunden durch, die das Pflaster verwenden.

Formulieren Sie die Null- und die Gegenhypothese fir diesen Test.
Bestimmen Sie den Ablehnungsbereich der Nullhypothese auf dem 2,5%-Niveau (vorge-
gebene obere Schranke fur die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art).

Der Test ergibt die Zahl von 25 Personen, bei denen es zu Nebenwirkungen kam. Inter-
pretieren Sie dieses Ergebnis.

Erlautern Sie, was man in dem Sachzusammenhang unter dem Fehler 2. Art versteht.

Der Apotheker geht aufgrund von Erfahrungswerten davon aus, dass ein Kunde beim
Besuch der Apotheke mit einer Wahrscheinlichkeit von 30% die Kundenzeitschrift mit-
nimmt.

An einem Morgen betreten in der ersten Stunde nach Offnung 10 Kunden die Apotheke

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass von den 10 Kunden
= genau drei
= hochstens zwel

eine Zeitschrift mitnehmen.

Interpretieren Sie den folgenden Term im Sachzusammenhang:

10
1—[Oj -0,30°- 0,70" .

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von den 10 Kunden genau der dritte, der
sechste und der siebte Kunde eine Zeitschrift mitnimmt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von den 10 Kunden der achte Kunde die drit-
te Person ist, die eine Zeitschrift mitnimmit.
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1.2

13

14

2.2

Losungen

Verkauf von Schmer zgels
Bedeutung der eingetragenen Zahl 0,06 1,0 Punkte

Diesist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gel der Marke B gewahlt wird und keine Lin-
derung der Schmerzen eintritt.

Vierfeldertafel 1,5 Punkte
Abkurzungen: L L

A: Marke A wird gewahit. A 056 | 024 | 080

B: Marke B wird gewahit. B 014 | 006 | 020

L: Linderung tritt ein. 0,70 | 0,30 1
KeineLinderung unter der Bedingung der Auswahl von A 2,0 Punkte

Aus der Vierfeldertafel liest man ab: P(A) = 0,80 und P(A N L) = 0,24.
P(ANL) _ 024 _ g

Bedingte Wahrscheinlichkeit: P-(A) = —
P(L) 030

Prufung auf Unabhangigkeit 1,5 Punkte
Anhand der Vierfeldertafel ergibt sich:

P(A) - P(L) =0,80- 0,70 = 0,56

P(ANL)=0,56
Die Ereignisse A und L sind stochastisch unabhéngig.

Markteinfihrung eines neuen Schmer zpflasters
Berechnung der Parameter aund b 3,5 Punkte

Diesist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gel der Marke B gewahlt wird und keine Lin-
derung der Schmerzen eintritt.

1. Bedingung: Summe der Wahrscheinlichkeiten=1 (1,0P)
005+a+b+2a+01=1 < 3a+b=085 ()
2. Bedingung: Erwartungwert = 3,25 (1,0P)
0,05+2a+3b+8a+05=325 < 10a+3b=27 (ll)
Ldsung des Gleichungssystems. (1,5P)
Aus(l): b=0,85-3a
In(ll): 10a+3-(0,85-3a)=2,7 < a+255=27< a=0,15
Damit folgt: b=0,85-3-0,15=0,4
Berechnung der Standar dabweichung 2,0 Punkte
Esgilt: E(X)=0,05+4-0,15+9-0,4+16-0,3+25-0,1=11,55
Damit: o= \JE(X?)— E(X)? =4/11,55-3,25? =/0,9875 ~ 1
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3.2

3.3

Test auf Nebenwirkungen

Bestimmung des Ablehungsber eichsber eichs 3,5 Punkte
— Formulierung von Hypothese und Gegenhypothese (1,0 P)
Nullhypothese:  Ho: p=0,12
Gegenhypothese: Hy: p>0,88 (rechtsseitiger Test)
Signifikanzniveau: 2,5% = 0,025
— Berechnung der charakteristischen Grélen (1,0P)
Binomialverteilung mit der Stichprobenlange n = 100
Erwartungswert: u=n-p=150-0,12=18
Standardabweichung: o= \/n- p-(1- p)=4/100-0,12.0,88 ~ 3,98 > 3
— Ablehnungsbereich (1,5P)
fir Ho i — gegen Ho
W 95% N2,5%
a4 K ] ;
A A
Die o-Regel fur die 95%-Wahrscheinlichkeit liefert den kritischen Wert:
k=u-196- o
=18+ 1,96 - 3,98 = 25,76
Annahmebereich:.  A={0;1;...; 26}
Ablehnungsbereich: A ={27;28;...; 150}
Inter pretation des Er gebnisses 1,0 Punkte

Die Zahl von 25 Patienten mit Nebenwirkungen liegt im Annahmebe reich von Hp. Die
Nullhypothese Hy kann daher nicht (wie vielleicht erhofft) zurlickgewiesen werden.

Fehler 2. Art 1,5 Punkte

Im Sachzusammenhang:

Der Test bestétigt, dass bei (hochstens) 12% der Patienten Nebenwirkungen aufteten, ob-
wohl der Anteil in Wirklichkeit hoher ist.

Kundenzeitschrift
Berechnung von Wahr scheinlichkeiten 3,0 Punkte

Ansatz: Binomiaverteilung mitn=100und p=0,3 (0,5P)
Treffer T: Kunde nimmt eine Zeitschrift mit.
— Genau 3 Kunden (1,0P)

10
P(T=3)= ( 3) - 0,30%- 0,70 ~ 0,2668

— Hochstens 2 Kunden (1,5P)
P(T<2)=P(T=0)+P(T=1)+P(T=2)

10 10 10
= (0)0,300-0,7010 + [1]-0,301-0,709 + (zj.o,aoz-o,mf‘

~ 0,0282 + 0,1211 + 0,2335 = 0,3828
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4.2 DeutungeinesTerms 1,5 Punkte
10
Term: 1— [ Oj -0,30°.0,70° = 1-P(T=0) = P(T>1)
Diesist die Wahrscheinlicheit, dass mindestens ein Kunde eine Zeitschrift mitnimmt.
4.3 Genauder 3., der 6. und der 7. Kunde 1,0 Punkte
p=07-07-03-07-0,7-03-03-0,7-0,7-0,7= 0,3%.0,7" ~ 0,0022
4.4 Dritte Zeitschrift beim achten Kunden 2,5 Punkte

Dieses Ereignis kann man sich aus zwei Teilereignissen E; und E, zusammengesetzt
denken:

e E;:, Inden ersten sieben Versuchen treten zwei Treffer auf.”
Dies entspricht einer Bernoulli-K ette mit der Kettenlange 7.

Esgilt damit: P(E,) = P(T =2) = (;) .0,3-0,7° = 0,3177.
e E,:,Im8. Versuch tritt ein Treffer auf.”
Esgilt: P(E,)=0,3.

Die Teilereignisse E; und E; sind unabhangig. Daher folgt:
P(E)=P(E,nE,)=P(E,)-P(E,)=0,3177-0,3=0,0953.
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Aufgabe 1
ANALYSIS

11

12

13
14

15

16

1.7

Gegeben ist die Funktion f : Dyax — R mit f(X) :—2—27x3+%x2 :

Geben Sie die maximale Definitionsmenge Dmax an und untersuchen Sie die Funktion auf
einfache Symmetrie (zur y-Achse, zum Ursprung).

Begriinden Sie anhand des Funktionsterms das Grenzwertverhalten fir x — —o und fir
X —> +oo.

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f einschliefdlich ihrer jeweiligen Vielfachheit.

Untersuchen Sie rechnerisch den Graphen von f auf Extrempunkte und geben Sie diese
einschliefdichihrer Art an.

Skizzieren Sie unter Berlicksichtigung der bisherigen Ergebnisse den Graphen der Funk-
tion f.

Der Graph von f und die x-Achse schlief3en eine Flache ein.
Zeigen Sie rechnerisch unter Angabe einer Stammfunktion, dass das Mal3 der Flache un-
geféhr den 12,8 FE betrégt.

9
Esgilt: J.f(x)dx =0.
0

Deuten Sie dieses Ergebnis und beziehen Sie sich dabei auf den Graphen der Funktion f.
Hinweis: Ein rechnerischer Nachweisist nicht gefordert.

Durch eine Streckung der Funktion f in y-Richtung um den Faktor 64 und eine Verschie-
bung in y-Richtung um 200 ergibt sich fir 0 < x < 6 die Funktion g mit der Gleichung

g(x)=— %x3+32x2+200.

Mithilfe dieser Funktion soll die zeitliche Entwicklung des Wasserstandes der Saar am
Pegel in St. Arnual in den ersten 6 Tagen elner |anger andauernden Hochwasserphase mo-
delliert werden.

Die Variable x beschreibt die seit Beobachtungsbeginn (x = 0) vergangene Zeit in Tagen,
und g(x) gibt die Hohe des Wasserstandes in der Einheit cm zum Zeitpunkt x an.
Normalerweise hat der Pegel in St. Arnual eine Hohe von ungefahr 200 cm.

Die Abbildung auf der néchsten Seite zeigt den Graphen der Funktion g.
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* y [HOhe in cm]

400
Graph g
300

200

100

21

2.2

2.3

8 9 10 -
X [Zeit in Tagen]

Graph der Funktion g: [0;6] = IR mit g(x) = —%ﬂ + 32x% + 200

Berechnen Sie mit Hilfe der Modellfunktion die Hohe des Wasserstandes einen Tag nach
Beobachtungsbeginn und berechnen Sie die Hohe 36 Stunden nach Beobachtungsbe-
ginn.

Bestimmen Sie, wann der Héchststand des Wassers erreicht wird, und berechnen Sie die
maximale Hohe des Wasserstandes.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem der Pegelstand am schnellsten ansteigt, und be-
rechnen Sie die zugehdrige Steiggeschwindigkeit in der Einheit 1 % .

Zur Erweiterung des Modells soll ab dem Zeitpunkt 6 Tage der Wasserstand durch die Funktion

h(x):%+200 und x> 6.

beschrieben werden.

24

2.5

Zeigen Sie, dass an der Stelle 6 (Zeitpunkt 6 Tage) die Graphen von g und h knickfrel in-
einander Ubergehen.

Bestimmen Sie das Monotonieverhalten des Graphen der Funktion h.
Zeichnen Sie den Graphen von h in das obige K oordinatensystem.

Nennen Sie zwel V oraussetzungen, die die Modellierung der Hochwasserphase mit Hilfe
der Funktion h nach dem Zeitpunkt 6 Tage angemessen erscheinen lassen.



« Ableitungen: f’(x):—§x2+x:—§'x-(x—%) (L5P)

f'(x) = —g x+1 (10P)
« Notwendige Bedingung (1,0 P)
f'(x) =0 < x=0 oder x=3 =45
« Hinreichende Bedingung (2,0 P)
f"(0)=1>0, dsoist 0O Minimumstelle
f"(4,5)=-1<0, dsoist 4,5 Maximumstelle
Alternative: Betrachtung einer V orzeichentabelle

X |- 0 1 45 + 00
f'(x) - 0 + o -
mit mit
VzW VzW
TP HP
Testwert: f'())=¢>0

o Angabe der Extrempunkte (1,0P)
— Mit f(0)=0 ergibt sich der Tiefpunkt T(0 | 0).

4 G-Kurs Haupttermin 2017
Losungen
1 Untersuchung einer gebrochenrationalen Funktion f
Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung f (x) = —2—27 X3 +% X2
1.1 Dmax und Symmetrie 2,0 Punkte
« Maximale Definitionsmenge (1,0 P)
Esgilt Dnx = R.
o Symmetrieverhalten (1,5P)
Da der Funktionsterm Potenzen von x mit geraden und ungeraden Exponenten ent-
halt, weist der Graph keine einfache Symmetrie auf.
Alternative: Hinweis auf asymmetrische Lage der Nullstellen (vgl. unten).
12 Grenzwerte 2,0 Punkte
= lim f(x) = lim (=x°) =+
* lim f(x) = lim (-x®) = -
1.3 Nullstellen 3,0 Punkte
isi - __ 23t 2 ey 2T
Faktorisierung: f(X) = -5 X +35 X" =——=-X"-(X=7)
= x=0ist doppelte Nullstelle (und damit Extremstelle).
= x= 2l =6,75ist einfache Nullstelle.
1.4  Untersuchung auf Extrempunkte 6,5 Punkte

— Mit f(4,5)=3,375 ergibt sich der Hochpunkt H(4,5 | 3,375).
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15

16

17

21

2.2

Graph der Funktion 2,5 Punkte
VA4
T K oordinatensystem mit Beschriftung: 0,5 P
Nullstelle und Extrempunkte: 1,5 P
Gesamtbild: 1,0 P
1-.
1 X
Flachenber echnung 3,5 Punkte
Mit dem Integralansatz ergibt sich:
o 1.4 ,1,37%"®
L(A) = l f(x)dx = [‘ax +2X ] U ~128
Deutung einesIntegrals 3,0 Punkte

Dieim Intervall [6,75 ; 9] vom Graph und der x-Achse eingeschlossene Flache hat das
gleiche Mal3wie diein 1.6 berechnete Fléche.

Dasie unterhalb der x-Achse liegt, liefert sie zum Integral einen negativen Beitrag, das
als Summe orientierter Flachen Null ergibt.

Unter suchung einer ganzrationalen Funktion g
128

Gegeben ist die Funktion mit der Gleichung g(x) = -2 X’ +32x°+200 Uber [0} 6].

Berechnung von Funktionswerten 1,0 Punkte

Esgilt: g(1) ~ 227,3 (incm)
0(1,5) =256 (incm)

Hochststand des Wasser s 4,0 Punkte

282 4 6ax=-2.x-(x-3)  (10P)

g9"(x) = —%x+ 64= —%(x—%) (05P)

o Ableitungen: g'(x)=-

« Notwendige Bedingung (1,0P)

g'(x) =0 & x=0 oder x== =45

N | ©

e Hinreichende Bedingung (1,0 P)
— g"(0)=64>0 (Oistlaut Abbildung Minimumstelle am Rand).
— g"(4,5)=-64<0,adsoist 4,5 Maximumstelle.
« Angabe des Maximums (1,0 P
Wegen g(4,5) =416 betragt die maximale Hohe des Wassers 416 cm.

Alternative: Die Streckung und Verschiebung in y-Richtung andern die x-K oordinate
des Hochpunkts nicht. Der Hochpunkt ist damit: H(4,5 | 416)
Die maximale Hohe des Wasserstands betragt somit 416 cm.
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2.3 Zeitpunkt, zu dem der Pegelstand am schnellsten wachst 5,0 Punkte

Gesucht ist die Wendestelle der Funktion g.
« Notwendige Bedingung (1,5P)
9"(x) =0 « x= 3 =225 (einfach)

o Hinreichende Bedingung (2,0 P)
Wegen des Vorzeichenwechselsvon g" an der Stelle 2,25 von + nach — ist diese
Stelle eine Wendestelle und zwar eine Maximumstelle der Steigung.
Nach 2 Tagen und 6 Stunden steigt der Wasserstand am schnellsten.
« Angabe der Seiggeschwindigkeit (1,5P)
Esgilt: g'(2,25)=72.
Die Steiggeschwindigkeit betragt 72 < = (72: 24) <t =3 <.

Betrachtet wird zusétzlich die gebrochenrationale Funktion h(x) = %85 +200 und x> 6.
2.4 Knickfreier Ubergang an der Stelle 6 3,0 Punkte
128

Ableitung der Funktion h: h'(x) =-— (1,0P)

(x-5)°
An der Stelle 6 stimmen die Funktions- und Steigungswerte Uberein:
— g(6) =h(6) =328 (1,0P
- g'(6)=h'(6)=-128 (1.0P

2.5 Monotonieverhalten, Graph und Voraussetzungen der Modellierung 3,0 Punkte

« Monotonie (1,5P)
Esgilt h'(x) <0 fur alex> 6. Die Funktion h ist daher streng monoton fallend.

N

e Graph (1,5P) y
Gg
300 T \ G

200 X

100 1 \

» Voraussetzungen (1,0P)
— Die Graphen von f und g gehen knickfrel ineinander Uber.

— Die Funktion h beschreibt zutreffend das Absinken des Wasserstandes zum Ende
der Hochwasserphase

— sowie das Anndhern an den normalen Pegelstand.

— Die Krimmungsmal3e wechseln sprungartig zwischen sehr geringen Werten
(was auch gegen diese Modellierung angefuhrt werden kann).

(Zwel der Griinde sollten genannt werden; dafir jeweils 0,5 P)
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE
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13

14

21

2.2

2.3

In einem kartesischen Koordinatensystem sind gegeben die Punkte A(O| 0| 1), B(2| 6] 1)
und C(-4|8]5).

Begriinden Sie, dass die Gerade AB parallel zur x;-X,-Ebene verlauft.

Weisen Sie nach, dass
e der Punkt M(—2 | 4| 3) der Mittelpunkt der Strecke AC ist,

e dasDreieck ABC bei B einen rechten Winkel hat.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes D, fir den das Viereck ABCD ein Rechteck
ist.

Das Rechteck ABCD liegt in einer Ebene e. Ermitteln Sie eine Gleichung von e in Koor-
dinatenform.

(Zur Kontrolle:  e: 3x3 — Xz + 5%3 — 5)

Solarmodule werden auf einem Tragergestell montiert, das an ei-
nem vertikal stehenden Metallrohr befestigt ist. Die gesamte Fléche
der Solarmodule wird modellhaft durch das Rechteck ABCD (Tell 1 C
der Aufgabe) dargestellt, das Metallrohr durch eine Strecke, der Be-

festigungspunkt am Tragergestell durch den Punkt M (vgl. Abbil-

dung). A

Im Koordinatensystem beschreibt die x;-x,-Ebene den horizontalen

Untergrund, auf dem das Metallrohr steht. B

Im Sinne eines moglichst grofRen Energieertrags sollte der Winkel zwischen einem Son-
nenstrahl, der im Punkt M senkrecht auf die Modulflache fallt, und dem Metallrohr zwi-
schen 30° und 36° liegen.

Prifen Sie, ob diese Bedingung erfullt ist.

Das Metallrohr wird in dem Modul durch eine Strecke dargestellt. Geben Sie eine Glei-
chung dieser Strecke an.

Zum betrachteten Zeitpunkt fallt das Sonnenlicht, dasim Modell durch paralele Geraden
dargestellt wird, senkrecht auf die Fl&che der Solarmodule. Diese Flache erzeugt auf dem
horizontalen Untergrund einen rechteckigen Schatten.

Begrunden Sie folgende Aussage unter VVerwendung einer geeignet beschrifteten Skizze:

,Der Flacheninhalt des Rechtecks, das den Schatten im Modell darstellt, ist grofier
als der Flacheninhalt des Rechtecks ABCD."
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Losungen

1. Dreeck im Koordinatensystem

1QB

Gegeben die Punkte A(0|0]1),B(2]|6|1) und C(-4|8|5).

1.1 Gerade AB parallel zur x;-Xo-Ebene

2,0 Punkte

Die xz-Koordinaten der Punkte A und B stimmen Uberein.
Die Gerade AB verlauft daher in einer Parallelebene zur x;-x,-Ebene (im Abstand 1).

0 2
Alternative: Geradengleichungvon AB; x = | 0|+ 4. |6
1 0
Die xs-Koordinate des Richtungsvektorsist Null.
1.2 Mittelpunkt M und rechter Winkel bei B 4,0 Punkte
e Koordinaten des Mittelpunkts (2,0P)
0 -4 -2
m :§<a+a)=g O|+| 8| |=| 4| ; M(=2]4]3
1 5 3
e Rechter Winkel bei B (2,0P)
-2\ (-6
Esgilt: BA-BC=|-6|-| 2| =12-12+0=0.
0 4
1.3 Bestimmung eines Punktes D 1,0 Punkte

0 —6 -6

Esgilt d =a+BC=|0|+| 2|=| 2| ; D(-6|2]|5)
1

4 5

1.4 Koordinatengleichung der Ebenee
— Richtungsvektoren (1,0P)

2 1 —6
AB=|6|, wile u={3| : AD=| 2
0 0 4
— Normalenvektor (1,0P)
6 3
uxv=|-2| ; walen=|-1
10 5
— Koordinatengleichung: (2,0P)
3 0 3

4,0 Punkte
-3
, wahle v=| 1
2

n(x-a)=0 < | -1|{ x| 0| |=0 < | -1|-x-5=0 < 3% -X,+5%-5=0

5 1 5
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2. Solar module auf einem Tr&ger gestell QB
2.1 Winkel zwischen Sonnenstrahl und Metallrohr 3,0 Punkte
3
— Richtung Sonnenstrahl: n =|-1| (mit|n|=+/35)
5
0
~ Richtung Metalrohr:  n, = 0| (mit|n, |=1)
-1
Winkelformel: cosa = ‘Pni = > ~ 0,845 ; a=~323°
‘nH ng‘ J35-1

Die Bedingung ist damit erfullt.

2.2 Metallrohr, als Strecke 2,0 Punkte

Fur3punkt des Lotes von M auf die x;-xo-Ebene: L(-2 |4 | 0)

-2 -2 0
Richtung des Rohres: ML=| 4|—| 4|=| 0| (senkrecht zur x;-x.-Ebene)
0 3 -3
-2 0
Gleichung fiir die Strecke ML: x =| 4|+ A-| 0| mit Parameterbereich Ae [0 1]
0 -3
0
Alternative: Einheitsvektor e, =| 0| senkrecht zur x;-x,-Ebene betrachten.
1
2.3 Flacheninhalt des Schattens 4,0 Punkte

— Zeichnung:

— Der Flacheninhalt eines Rechtecks ist das Produkt der Seitenléngen.
— Die Gerade AB verlauft parallel zur x;-x,-Ebene, die Gerade AD nicht.

— Damit ist die eine Seite des Rechtecks, das den Schatten im Modell darstellt, ge-
nau so lang wie die Seite AB, die andere Seiteist langer als die Seite AD.
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WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Aufgabe 3

Ein Hersteller bringt ein neues Smartphone auf den Markt.

1
11

12

21

2.2

2.3

24

2.5

Ein Handler erhélt eine Lieferung dieser Smartphones.

Die gelieferten Geréte haben sechs verschiedene Farben. Fir die Auslage einiger Geréte
im Schaufenster sollen vier Farben ausgewahlt werden.

Bestimmen Sie die Anzahl der Mdglichkeiten fur diese Auswahl.

Die Lieferung umfasst 50 Geréte. Davon sind drel fehlerhaft. Aus der Lieferung werden
zehn Geréte zufallig ausgewahit.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:

A: ,Von den zehn Geréten ist keines fehlerhaft.”
B: ,Von den zehn Geréten ist mindestens eines fehlerhaft.”

Die Gerdte werden in vier Werken in jewells grof3er Stlickzahl hergestellt. Der Tabelle
kénnen fir jedes Werk folgende Daten entnommen werden:

e der Anteil der in diesem Werk hergestellten Geréte an der Gesamtzahl aller herge-
stellten Geréte,

e der Antell der fehlerhaften Geréte unter den in diesem Werk hergestellten Geréaten.

Werk A B C D
Anteil an der Gesamtzahl 10% 30% 20% 40%
Anteil der fehlerhaften Geréte 5% 3% 4% 2%

Weisen Sie nach, dass der Anteil der fehlerhaften Geréte unter alen hergestellten Geréten
3% betragt.

Ein unter allen hergestellten Gerdten zufallig ausgewahltes Gerét ist fehlerhaft. Berech-
nen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass esim Werk A hergestellt wurde.

Von im Werk A hergestellten Gerdten werden 250 zufdlig ausgewahit. Ermitteln Sie die
Anzahl fehlerhafter Geréte, die darunter mit der grofdten Wahrscheinlichkeit auftritt.

Geben Sie einen Wert von s an, fir den mit dem Term 200 - 0,98° - 0,02 + 0,98°° im
Sachzusammenhang die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses berechnet werden kann.

Beschreiben Sie das zugehorige Ereignis.

Ermitteln Sie, wie viele im Werk C hergestellte Geréte mindestens zuféllig ausgewahit
werden miissen, damit sich darunter mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95%
mindestens ein fehlerhaftes Gerét befindet.
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12

2.2

2.3

Losungen

Lieferung von Smartphones QB

Auswahl von vier Farben 2,0 Punkte

6
Anzahl der Mdglichkeiten: (4) =15

Auswahl von 10 aus 50 Ger aten 3,0 Punkte
i
10
- P(A) = — ~50,4%
50
o

— P(B)=1-P(A) = 49,6%

Produktion in vier Werken QB

Anteil der fehlerhaften Gerate unter allen hergestellten Geraten 2,0 Punkte

Der Anteil entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewahltes Gerét feh-
lerhaft ist:

P(F)=0,1-0,05 + 0,3-0,03 + 0,2-0,04 + 0,4-0,02=0,03
Alternative: Ubersetzung der Tabelle in ein Baumdiagramm

A B C D
0,0y\ 0,0%\ 0,0%\ 0,07\
F F F F F F F F

Berechnung einer bedingten Wahrscheinlichkeit 3,0 Punkte
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlerhaftes Gerét aus dem Werk A stammt:

_ P(ANF) _ 01005 .~
P(A) = —5@y~ = ~ops ~ 16.7%

Berechnung einer bedingten Wahr scheinlichkeit 2,0 Punkte

Betrachtet wird die Zufallsgrof3e X: ,, Anzahl der fehlerhaften Gerate®.
Xist binomialverteilt mit den Parametern n = 250 und p = 0,05.

Erwartungswert von X: #=n-p=250-0,05=125
250
- P(X=12) = ( - j -0,05". 0,95 ~ 11,6%

250
- P(X=13) = (13] -0,05.0,95%" ~ 11,2%

Mit der groften Wahrscheinlichkeit sind 12 Geréte defekt.
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2.4 DeutungeinesTerms 4,0 Punkte

2.5

Der angegebene Term l&sst sich fur s = 199 folgendermal3en schreiben: (1,0 P)

200 200
( j .0,08%. 0,02 + ( j .0,08°°.0,02° .
199 200

Deutung: (1,0P)

Der Term kann als Wahrscheinlichkeit P(Y > 199) der Zufallsgréfie Y: ,Anzahl der
fehlerfreien Gerate” bei der zuféligen Auswahl von 200 Geréten von im Werk D
hergestellten Geréaten gedeutet werden.

Ereignis. (20P)

Mindestens 199 der 200 im Werk D hergestellten zufallig ausgewahlten Geréte sind
fehlerfrel, d.h. hochstens ein Gerét ist fehlerhaft.

Berechnung der Kettenlange 4,0 Punkte

Zufalsgrofle Z: ,, Anzahl der fehlerhaften Geréte bei der zufélligen Auswahl von im Werk
C hergestellten Geréte”

Z ist binomiaverteilt mit p = 0,04 und unbekanntem Stichprobenumfang n.
P(Z>1)>09 < 1-P(Z=0)>0,9
-P(Zz=0)>-09 | -(-))
P(Zz=0)<0,05
0,96" < 0,05 | In
nIn(0,96) <In(0,05) | :In(0,96) <0
N> In(0,05)
In(0,96)
S n>734
Es missen mindestens 74 Geréate ausgewahlt werden.

(U
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Aufgabe 1
ANALYSIS

1.2
13

14

15

16

2.1
2.2

221

222

Gegeben ist die Funktion f: IR — IR mit f(x)=- X' +2X* .

Untersuchen Sie den Graphen auf einfache Symmetrie.

Begriinden Sie anhand des Funktionsterms das Grenzwertverhaten der Funktion f fir
X — —oo und fur x — +oo.

Berechnen Siedie Nullstellen der Funktion f einschliefdlich ihrer jeweiligen Vielfachheit.

Untersuchen Sie rechnerisch den Graphen von f auf Extrempunkte und geben Sie diese
einschliefdich ihrer Art an.

Zeichnen Sie unter Berticksichtigung der bisherigen Ergebnisse den Graphen der Funk-
tionf.

Gegeben ist weiter die Funktion

g: R — R mit g(x) Z%XZ—ZX :
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion g sowie den Scheitelpunkt des Graphen der
Funktion g.

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion g in das Koordinatensystem aus dem Aufga-
benteil 1.4.

Berechnen Sie unter Angabe von Stammfunktionen das Mal3 der Fléche, die von den bei-
den Funktionsgraphen G und Gy im Bereich nichtnegativer x-Werte eingeschlossen wird.

Gegeben ist die Exponentialfunktion f mit der Gleichung f(x)=¢€* undD =R .

Durch Verschieben, Strecken, Stauchen oder Spiegeln kdnnen aus dem Graphen der Ex-
ponentialfunktion im Koordinatensystem die Graphen weiterer Funktionen entstehen.

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion g mit der Gleichung g(x) = e ™™ undD=R .

Das Alter eines Fundstiicks, das bei Ausgrabungen entdeckt wurde, kann durch Unter-
suchungen organischer Reste mittel der Radiokarbonmethode bestimmt werden.

Das radioaktive | sotop K ohlenstoff **C hat eine Halbwertszeit von etwa 5730 Jahren, d.h.
nach rund 5730 Jahren ist nur noch die Ha fte der urspriinglichen Stoffmenge vorhanden.

Wahrend bei |ebenden Organismen der Anteil an gebundenen **C-Atomen konstant bleibt,
nimmt die Anzahl der im Organismus enthaltenen **C-Atome nach dessen Absterben kon-
tinuierlich ab. Diese Abnahme wird beschrieben durch ein Zerfallsgesetz der Form

N({) =No- e ' .
N(t) gibt die Anzahl der zum Zeitpunkt t (in Jahren) noch vorhandenen **C-Atomen an, No
die urspriingliche Anzahl und k die stoffspezifische Zerfall skonstante.

Berechnen Sie die Zerfallskonstante k.
Zur Kontrolle und weiteren Verwendung: k = 0,000121 (pro Jahr)

Bestimmen Sie das Alter des Fundstiicks unter der Voraussetzung, dass nur noch zwel
Drittel der urspriinglich in den organischen Resten enthaltenen **C-Atome vorhanden
sind.
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3. Gegeben ist der Graphen eine Funktion h.
A

6

y

Y

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

3.1 Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begriinden Sie
Ihre Entscheidung unter Bezugnahme auf den abgebildeten Graphen der Funktion h.

A: Die Ableitungsfunktion der Funktion h besitzt genau zwei Nullstellen.

B: Der Graph der Ableitungsfunktion der Funktion h ist symmetrisch zum Ursprung des
K oordinatensystems.

C: Der Graph der Ableitungsfunktion hat fir x — —oo und fiir x — +oo eine waagerechte
Asymptote.

3.2 Skizzieren Sie im Koordinatensystem des Graphen der Funktion h den Graphen ihrer
Ableitungsfunktion.
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Losungen
1 Untersuchung einer ganzrationalen Funktion f
Gegeben sind Funktionen mit Gleichungen f (x) = —% x* +§ x> und g(x) :%x2 —2X.
1.1 Einfache Symmetrie und Grenzwertverhalten 2,5 Punkte
o« Symmetrieverhalten (1,5P)
Da der Funktionsterm von f nur Potenzen von x mit geraden Exponenten enthdlt, ist
der Graph symmetrisch zur y-Achse.
Alternative: D = IR symmetrisch, Nachweis der Symmetriebedingung
o Grenzwertverhalten (1,0P)
Esgilt: lim f(x) = lim (-x*) = - und lim f(x) = lim (-x*) = -
1.2 Nullstellen 3,0 Punkte
Faktorisierung: f (x) =——X*(X* ~16) = - X*(x+4) (X - 4)
= x=0ist doppelte Nullstelle (und damit Extremstelle).
= x=-4ist einfache Nullstelle.
= x=4ist einfache Nullstelle.
1.3 Untersuchung auf Extrempunkte 5,0 Punkte

o Ableitungen: f'(x)=—1x*+2x=-1x-(x*~8) =—Ix-(x++/8)-(x-8) (10P)

fr(=-3x+2 @op
« Notwendige Bedingung (1,5P)
f'(X) =0 < x=0 oder x=—/8 oder x= J8 (@lemitVzw.) .
o Hinreichende Bedingung (2,5P)
f”"(0)=1>0, asoist 0O Minimumstelle.
— "(—/8)=f"(\/8)=—2 <0, dsosind -8 und v/ Maximumstellen.

Alternative: Betrachtung einer Vorzeichentabelle

X |- -8 0 1 J8 + 00
f'(x) + 0 - 0 + 0 -
mit mit mit
VzW VzW VzW
HP TP HP
Testwert: f’(1)=%>0

o Angabe der Extrempunkte (0,5P)
— Mit f(0)=0 ergibt sich der Tiefpunkt T(0 | 0).
— Mit f(—/8) = f(+/8)=3,2 ergeben sich die Hochpunkte Hy(—/8 | 3,2) sowie
H(+/8 |3,2).
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1.4  Graph der Funktion 2,0 Punkte
y
Nullstelle und
Extrempunkte: 1,5P
Gesamtbild: 1,0 P
1.-
' X
15 Parabel g 3,0 Punkte
Esgilt: g(x)=2X-(x—4)=0< x=0oder x=4 .
Dadie Scheitelstelle in der Mitte zwischen den Nullstellen liegt, ergibt sich §2 | -2).
Wegen der Offnung der Parabel ist der Scheitelpunkt ein Tiefpunkt.
Graph: siehein Abbildung zu Teilaufgabe 1.4
1.6 Flachenberechnung 2,5 Punkte
. — —_ 1 4 4., 102 _ 1 4, 32
Differenzfunktion: f(x) — g(x) = —5o X FEX —3X +2x_—2—0x +15X + 2X
R _ 1 5,13 2
Stammfunktion:  F(x) — G(x) = ~10X X +X
Mit dem Integralansatz ergibt sich:
4
4 .
u(A) = j(f () -g()dx = [F(X)-G(x)] ~ 12,16 (incm?)
0
2. Untersuchung einer ganzrationalen Funktion g
Gegeben ist die Exponentiafunktion mit der Gleichung g(x) = e 01X,
2.1  Skizze des Graphen von g 1,5 Punkte
y -
157
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2.2.1 Zerfallskonstante 2,0 Punkte
Aus €% = L folgt k=22 ~0,000121 (pro Jab)
2.2.2 Alter des Fundstiicks 2,0 Punkte
_kt _ 2 —kt _ 2
No- € =3 No & € =3
o —k-t= In(%)
_ 1 2
= 1=t n()
& t~ 3351

Das Alter des Fundstticks betrégt ungefahr 3 351 Jahre.

3. Untersuchungen anhand des Graphen einer gebrochenrationalen Funktion
3.1 Aussagen uUber den Graphen der Ableitungsfunktion 4.5 Punkte

e Aussage A istwahr. (1,5P)
Begrundung: Die Funktion h besitzt zwei Extremstellen.

e AussageB istfalsch. (1,5P)
Begrundung: Die Ableitungen z.B. an den Stellen —2 und 2 sind
gleich.
Alternative: Aus der Punktsymmetrie des Graphen von h folgt die
Achsensymmetrie des Graphen von h'.

e AussageCistwahr. (15P)
Begriindung: Der Graph von h hat eine schiefe (geradlinige)

Asymptote.
3.2 Graphen der Ableitungsfunktion 2,0 Punkte
Y a
T Graphvon h
o4
: : : — S : : :
\\\ /1 X
\
v 4 //
\ 1 Graph von h'
|
“ T 'l Graphvon h'
‘. [ Symmetrie: 0,5 P

Nullstellen 0,5 P
Polstelle:  05P
Asymptote: 0,5P
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Die Abbildung zeigt das Modell eines Py-
ramidenkompl exes. @

Die erste Pyramide im Modell ist die Py-
ramide mit der Spitze S. Fur diese Pyrami-
de hat man die folgenden Koordinaten er-
mittelt:

A(0/0]0) ; B(10|0|0); D(0]10|0). 2

(LLEZ 1cm) D
(Darstellung nicht mastablich.) =

X1 C
1. Bestimmen Sie die Koordinaten des Eckpunkts C der Grundfléche der ersten Pyramide.

2. ImModell hat die Pyramidenspitze die Koordinaten S(5(58).
Zeigen Sie, dass es sich um eine gerade Pyramide handelt.
3. Zeigen Sie, dass die Seitenflache der Pyramide mit den Eckpunkten A, D und Sein gleich-

schenkliges Dreieck ist.
Berechnen Sie weiter die Hohe dieses Dreiecks beziiglich der Basis AD .

4. Bestimmen Sie das Mal3 des Winkels, den die Pyramidenkante DS mit der Diagonalen
DB der Pyramidengrundfl&che bildet.

5. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene ey, in der die Punkte A, D und S
liegen.
[ zur Kontrolle: &: —8% +5x% =0 |

6. Wie es bel einigen antiken Pyramiden vorkam, so sollen auch  verkleidung
am Modell alle vier Seitenfléchen der ersten Pyramide mit e -
ner Verkleidung versehen werden. Hierbel verlauft die Ober-
flache der Verkleidung jewells parallel zur urspriinglichen Sei-
tenfl&che (siehe Skizze).

Die zur Ebene e, parallele Oberflache der Verkleidung lésst
sich beschreiben durch die Ebene:

-8
e:| 0| -x=5.
5
6.1 Berechnen Sie die Mal3zahl der Hohe der verkleideten Pyramide.
6.2 Ermitteln Sie die Dicke der aufgebrachten Verkleidung.
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Losungen

1. Eckpunkt C 1,0 Punkte

Esgilt: C(10]10|0) (gleiche x;-K oordinate wie B)
(gleiche x,-Koordinate wie D)
(%2 = 0, dain x;-X>-Ebene)

2. GeradePyramide 2,0 Punkte
5
Mittelpunkt der Grundflache: m=2-(b+d) =|5| ; M(5|5]0)
0

S5|5]8) liegt senkrecht Gber M (gleiche x;- und x,-Koordinaten).
Daher handelt es sich um eine gerade Pyramide.

3. Gleichschenkligkeit des Dreiecks AADS und Héhe 2,5 Punkte
= Nachweis der Gleichschenkligkeit
5 5
Es gilt \Fs\: 5|=+114 und ‘D—S‘: 5|=114.
8 8

Aus der Gleichheit der Langenmal3e folgt die Gleichschenkligkeit.

» Hohe zur Basis AD

Mittelpunkt der Kante AD: my, =3-(d+d) = ; Map(0]5]0)

o o1 O

h=|M,S|=|0|=+89~9,43 (incm)

co O O

4.  MaR des Winkels zwischen Kante DS und Diagonale DB 2,5 Punkte
5 10
Esgilt: DS=| -5 mit‘FS‘:\/114 und DB =| -10 mit‘ﬁ‘zx/ZOO
8 0
DS - DB =50+ 50+ 0=100
DS-DB| 100

IDS|-IDB| /114 - /200

Winkel: cos(e) = ~0662 ; a~485°
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5.

6.1

6.2

K oor dinatengleichung der Ebene e; mit den Punkte A, D und S 3,0 Punkte
= Richtungsvektoren (1,0P)
5 0
AS=|5|=u, ; AD=[10| ,wshle u,=
8 0

o +» O

= Normalenvektor (1,0P)

5) (0 -8

Exuj: 5(x|1]|=
8) (0

0|=n
5
= Koordinatengleichung (1,0P)
-8 -8
gn-(x-a)=0e | 0[:[x-0]=0| 0|-x=0 < -8 +5%=0
5 5
Hohe der verkleideten Pyramide 1,5 Punkte
Wegen Symmetrie und Parallelitét von e; und e, gilt: S,(5|5]h, ) .
Eine Punktprobe von S in der Ebene e; ergibt:

-8) (5
0|-| 5|=5«< —-40+5h,=5 < h,=9 (incm)
5) \h
Dicke der Verkleidung 2,5 Punkte

Gesucht ist der Abstand der parallelen Ebenen e; und e,. Dieser Abstand kann berechnet
werden z. B. als Abstand eines beliebigen Punktes P von e, zur Ebene ;. Ein Punkt von
eIistP(0|0]1) (x3=1undx; =%, =0wahlen).

0 -8
Lotgeradel: x=p+4-n=[0[+1.| 0
1 5
-8 0 -8
Einsetzen in die Gleichungvone;: | 0| -[|O0|+4: 0||=0
5 1 5
_ _ 5
<:>5+892,—O<:>/1——@
0 -8
LotfuBpunkt: 1 = p +4-n=|0 —8—59 0
1 5
Esfolgt: d(P;e)=d(P;L)=|PL|=|T - p|=]|2-n]|
.5 = ,_5 [z,_05 _ 5 _
—o D |—@~|n|—@-\/879—ﬁ~0,53
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1. Bei einem Leichtathletikwettbewerb ist eines der teilnehmenden Lander mit 40 Athle-
ten, davon 26 Manner und 14 Frauen, vertreten.

Bei einer Dopingkontrolle werden zufallig 8 Personen ausgewahlt.
1.1 Berechnen Sie die Anzahl der Moglichkeiten, die 8 Personen auszuwahlen

1.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Frauen ausgewahlt werden.

2. Eine Expertengruppe geht davon aus, dass rund 15% der Athleten dieses Landes unab-
héngig von ihrem Geschlecht gedopt sind.

(Hinweis: die Bezeichnung ,Athlet* wird auch im Folgenden unabhangig vom Ge-
schlecht verwandt.)

Bei der Dopingkontrolle kommt es vor, dass verwendete Dopingmittel nicht erkannt
werden und der durchgefiihrte Test félschlicherweise ein negatives Ergebnis liefert.
Ebenso kommt es vor, dass harmlose Medikamente irrttimlicherweise zu einem positi-
ven Ergebnis fuhren.

Das bei der Dopingkontrolle angewandte Verfahren ist zu 90% zuverldssig, wenn der
Athlet gedopt ist, zeigt aber auch bei 5% der nicht gedopten Athleten ein positives Er-
gebnis an.

2.1 Zeichnen Sie zur dargestellten Situation ein vollstandig beschriftetes Baumdiagramm.
Verwenden Sie dazu die Abkurzungen:

D: Ein zufdllig ausgewahlter Athlet ist gedopt.
T. Der Test zeigt eln positives Ergebnis an.

2.2  Einzufdlig ausgewahlter Athlet wird getestet.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:
2.2.1 Der Athlet wird positiv getestet.

2.2.2 Der Test liefert ein falsches Ergebnis.
2.2.3 Der Athlet ist bei einem positiven Ergebnis tatsachlich gedopt.

2.3 Berechnen Sie, von wie vielen gedopten Athleten unter den 40 Tellnehmern auszugehen
ist, wenn die von den Experten angenommenen 15% zugrunde gelegt werden.

24 Berechnen Sie unter der gleichen Annahme (vgl. 2.3) die Wahrscheinlichkeiten folgen-
der Ereignisse:

2.4.1 Unter den 8 getesteten Athleten befindet sich kein gedopter Athlet.
2.4.2 Unter den 8 getesteten Athleten ist mindestens ein Dopingsiinder.
2.4.3 Unter den 8 getesteten Athleten befindet sich hochstens ein gedopter Athlet.
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Losungen

1. Leichtathletikwettbewerb

1.1  Auswahl von acht Personen

40
Anzahl der Moglichkeiten: ( 8} =76 904 685

1.2 Auswahl von genau zwei Frauen

i

P(A) =~ ~ 27,24%
40
o
2. Dopingkontrolle

2.1 Baumdiagramm
D: Ein zufdllig ausgewahlter Athlet ist gedopt.
T: Der Test zeigt ein positives Ergebnis an.

0,15 0,85
D D
0,9 01 O,iS/NQS
T T T T

2.2 Berechnungvon Wahrscheinlichkeiten
2.2.1 Positiver Test
P(T)=0,15-0,9+0,85-0,05=0,1775 = 17,75%
2.2.2 Falsches Ergebnisdurch den Test
P(DN T)u(D nT))=0,15-0,1+ 0,85 - 0,05 = 0,0575 = 5,75%
2.2.3 Doping bei positivem Test

1,0 Punkte

2,0 Punkte

3,0 Punkte

1,0 Punkte

1,0 Punkte

2,0 Punkte

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Athlet, der positiv getestet wurde, auch

tatsachlich gedopt ist.
B.(D) = P(DNT) _ 015.0,09

PT) 01775 ~ 76,06%

2.3 Binomialverteilung

Die Anzahl X der gedopten Athleten ist bimonialverteilt mit p = 0,15.

Erwartungswert: E(X) =n-p=40-0,15=6.

1,0 Punkte
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24 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei 8 getesteten Athleten
2.4.1 Kein gedopter Athlet 1,0 Punkte

8
P(X=0) = (o) .0,15°- 0,85° ~ 27,25%

2.4.2 Mindestensein gedopter Athlet 1,0 Punkte
P(X>1)=1-P(X=0) = 72,75%
2.4.3 Hdochstensein gedopter Athlet 2,0 Punkte

P(X< 1) =P(X=0)+P(X=1)

8
= 0,85 + [J .0,15* . 0,85" ~ 65,72%



	Abitur 2013.pdf
	Abitur 2013 E-Kurs
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08

	Abitur 2013 G-Kurs
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08


	Abitur 2014.pdf
	Abitur 2014 E-Kurs
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08

	Abitur 2014 G-Kurs
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08

	Abitur 2014 G-Kurs.pdf
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08


	Abitur 2015.pdf
	Abitur 2015 E-Kurs
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08

	Abitur 2015 G-Kurs
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08


	Abitur 2016.pdf
	Abitur 2016 E-Kurs
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08

	Abitur 2016 G-Kurs
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08

	Abitur 2016 E-Kurs.pdf
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08

	Abitur 2016 G-Kurs.pdf
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08


	Abitur 2017.pdf
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08
	Abitur 2017 G-Kurs.pdf
	01
	02
	03
	04
	05
	06
	07
	08





